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分数阶中立型微分方程的振动准则①
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摘要:运用分析和不等式技巧,研究了一类分数阶中立型微分方程的振动性,给出了此类方程几个新的振动准则,

推广和丰富了已有结果.
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微分方程边值问题是微分方程学科的重要组成部分之一,广泛存在于自然界的数学模型当中.自上世

纪70年代开始,有很多关于分数阶微分方程的文章,例如分数阶微分方程的解的存在唯一性、边值问题、

分数阶微分方程解的稳定性、分数阶微分方程的隐式解法与数值解法等[1-4].然而,关于分数阶微分方程的

振动性的文章并不多 [5-6].
文献[5]研究方程

[r(t)(Dα
-y)η(t)]'-q(t)f∫

∞

t
(v-t)

-α
y(v)dv( ) =0   t>0 (1)

其中(Dα
-x)是x 的α阶Liouville右导数,α∈(0,1),η是两个正奇数之比,通过运用Riccati变换技术和

不等式技巧研究方程(1)的振动性,给出了几个振动的充分条件.
文献[6]研究的方程

Dq
ax+f1(t,x)=v(t)+f2(t,x),lim

t→a+
J1-q

a x(t)=b1 (2)

其中Dq
a 是q阶Riemann-Liouville微分算子,0<q<1,通过写出方程(2)的等价积分形式,根据f1,f2

的性质来讨论方程(2)的振动性,并且把0<q<1推广到m-1<q≤m (m 为正整数),给出了相应

的结论.
受文献[6]的启发,本文主要研究下面方程的振动性

(Dα
az(t))'+f1(t,x)=v(t)+f2(t,x)

lim
t→a+

J1-α
a z(t)=b1,lim

t→a+
Dα

az(t)=b2 (3)

其中:z(t)=x(t)+p(t)x(t-τ),Dα
ax 是x 的α阶Riemann-Liouville导数,α∈ (0,1).

方程(3)满足条件:
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(A)p∈C1([a,∞),[0,1]),τ是正常数,f1,f2是二元连续函数,v∈C([a,∞),R);xfi(t,x)>
0,(i=1,2),x≠0,t≥a.

(B)|f1(t,x)|≥g1(t)|x|m,|f2(t,x)|≤g2(t)|x|n,其中g1,g2 ∈C([a,∞),R+),

m,n>0.
本文主要应用分析的方法研究了方程(3)的振动性,给出了几个定理,且在假定解存在的前提下,给予

了严格证明.在条件(A)和(B)成立时对m,n 的取值进行讨论,给出3种情形的振动准则.
令

F(t)=v(t)+f2(t,x)-f1(t,x)

  首先给出本文所涉及的基本定义和引理[7-8].

  定义1 设函数y:[a,∞)→R,σ>0,则函数y 的σ 阶Riemann-Liouville积分为

Jσ
ay(t)=

1
Γ(σ)∫

t

a
(s-t)

σ-1
y(s)ds   t>a (4)

其中Γ 是gamma函数.
定义2 设函数y:[a,∞)→R,σ>0,则函数y 的σ 阶Riemann-Liouville导数为

Dσ
ay(t)=

d
[σ]

dt
[σ]J

[σ]-σ
a y(t)=

1
Γ([σ]-σ)

d
[σ]

dt
[σ]∫

t

a
(s-t)

[σ]-σ-1
y(s)ds   t>a (5)

其中[σ]=min{z∈Z:z≥σ}.
引理1 设A 和B 均为正常数,则

Aβ +(β-1)Bβ -βAB
β-1
≥0   β>1 (6)

Aβ -(1-β)Bβ -βAB
β-1
≥0   0<β<1 (7)

当且仅当A=B 取“=”.
引理2 设x(t)是方程(3)的一个最终正解,则存在t1 >a,使得当t≥t1 时,满足下面的不等式:

x(t)< |b1|
t-a+

|b2|
α

æ

è
ç

ö

ø
÷
(t-a)α

Γ(α) +
1

Γ(α)∫
t

a
(t-s)

α-1

∫
s

a
F(ξ)dξ( )ds (8)

  证  由方程(3)得,

Dα
az(t)=∫

t

a
F(s)ds+b2

等价于Volterra分数阶积分方程

z(t)=
b1(t-a)

α-1

Γ(α) +
1

Γ(α)∫
t

a
(t-s)

α-1

∫
s

a
F(ξ)dξ+b2( )ds

则

z(t)<
|b1|(t-a)

α-1

Γ(α) +
1

Γ(α)∫
t

a
(t-s)

α-1
|b2|ds+

1
Γ(α)∫

t

a
(t-s)

α-1

∫
s

a
F(ξ)dξ( )ds=

|b1|
t-a+

|b2|
α

æ

è
ç

ö

ø
÷
(t-a)α

Γ(α) +
1

Γ(α)∫
t

a
(t-s)

α-1

∫
s

a
F(ξ)dξ( )ds

x(t)是方程(3)的一个最终正解,即存在T >a,使得当t≥T 时,有x(t)>0,由p(t)>0得,当t≥
T+τ 时,我们有z(t)>x(t),即取t1=T+τ,当t≥t1 时,有
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x(t)< |b1|
t-a+

|b2|
α

æ

è
ç

ö

ø
÷
(t-a)α

Γ(α) +
1

Γ(α)∫
t

a
(t-s)

α-1

∫
s

a
F(ξ)dξ( )ds

证毕.
接着给出一个简单的情形f2=0.
定理1 设方程(3)满足条件(A),f2=0,如果

liminf
t→∞

t
-α

∫
t

a
(t-s)

α-1

∫
s

a
v(ξ)dξ( )ds=-∞ (9)

且

limsup
t→∞

t
-α

∫
t

a
(t-s)

α-1

∫
s

a
v(ξ)dξ( )ds=∞ (10)

则方程(3)是振动的.
证  设x(t)是方程(3)的一个非振动解,不妨设x(t)为最终正解,则由引理2得

x(t)< |b1|
t-a+

|b2|
α

æ

è
ç

ö

ø
÷
(t-a)α

Γ(α) +
1

Γ(α)∫
t

a
(t-s)

α-1

∫
s

a
F(ξ)dξ( )ds<

|b1|
t1-a+

|b2|
α

æ

è
ç

ö

ø
÷
(t-a)α

Γ(α) +
1

Γ(α)∫
T

a
(t-s)

α-1

∫
s

a
|F(ξ)|dξ( )ds+

1
Γ(α)∫

t

T
(t-s)

α-1

∫
s

a
v(ξ)dξ( )ds   t≥t1

所以,

Γ(α)t
-α
x(t)≤ |b1|

t1-a+
|b2|
α

æ

è
ç

ö

ø
÷
t-a
t

æ

è
ç

ö

ø
÷

α

+∫
T

a

t-a
t

æ

è
ç

ö

ø
÷

α 1
t-s∫

s

a
|F(ξ)|dξ( )ds+

t
-α

∫
t

a
(t-s)

α-1

∫
s

a
v(ξ)dξ( )ds≤

|b1|
t1-a+

|b2|
α +∫

T

a

1
t1-s∫

s

a
|F(ξ)|dξ( )ds+

t
-α

∫
t

a
(t-s)

α-1

∫
s

a
v(ξ)dξ( )ds   t≥t1

记

C(T)=
|b1|
t1-a+

|b2|
α +∫

T

a

1
t1-s∫

s

a
|F(ξ)|dξ( )ds

则

Γ(α)t
-α
x(t)≤C(T)+t

-α

∫
t

a
(t-s)

α-1

∫
s

a
v(ξ)dξ( )ds   t≥t1

两边取极限,得

liminf
t→∞

Γ(α)t
-α
x(t)≤C(T)+liminf

t→∞
t

-α

∫
t

a
(t-s)

α-1

∫
s

a
v(ξ)dξ( )ds

而由x(t)>0得Γ(α)t
-α
x(t)>0,故liminf

t→∞
Γ(α)t

-α
x(t)≥0,与式(9)矛盾.

设x(t)为最终负解,类似可得与式(10)矛盾.故方程(3)是振动的.证毕.
最后给出在m >n 时的3种情形:

1)m >1,n=1;

2)m=1,n<1;

3)m >1,n<1
下方程(3)的振动准则.

定理2 设方程(3)满足条件(A),(B),且m >1,n=1,如果
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liminf
t→∞

t
-α

∫
t

a
(t-s)

α-1

∫
s

a
(v(ξ)+Gm(ξ))dξ( )ds=-∞ (11)

和

limsup
t→∞

t
-α

∫
t

a
(t-s)

α-1

∫
s

a
(v(ξ)+Gm(ξ))dξ( )ds=∞ (12)

其中

Gm(ξ)=(m-1)m
m
1-mg

1
1-m
1 (ξ)g

m
m-1
2 (ξ)

则方程(3)是振动的.
证  设x(t)是方程(3)的一个非振动解,不妨设x(t)为最终正解.由引理2和定理1的证明可得,当

m >1,n=1时,

Γ(α)t
-α
x(t)≤C(T)+t

-α

∫
t

a
(t-s)

α-1

∫
s

a
v(ξ)dξ( )ds+

t
-α

∫
t

a
(t-s)

α-1

∫
s

a
(g2(ξ)x(ξ)-g1(ξ)xm(ξ))dξ( )ds   t≥t1

取β=m,A=g
1
m
1x,B=(

g2g
-
1
m

1

m
)
1

m-1,由(6)式可得

g2(ξ)x(ξ)-g1(ξ)xm(ξ)≤ (m-1)m
m
1-mg

1
1-m
1 (ξ)g

m
m-1
2 (ξ)=Gm(ξ) (13)

即

Γ(α)t
-α
x(t)≤C(T)+t

-α

∫
t

a
(t-s)

α-1

∫
s

a
(v(ξ)+Gm(ξ))dξ( )ds   t≥t1

两边取极限得

liminf
t→∞

Γ(α)t
-α
x(t)≤C(T)+liminf

t→∞
t

-α

∫
t

a
(t-s)

α-1

∫
s

a
(v(ξ)+Gm(ξ))dξ( )ds

而由x(t)>0得Γ(α)t
-α
x(t)>0,故liminf

t→∞
Γ(α)t

-α
x(t)≥0,与式(11)矛盾.

设x(t)为最终负解,类似可得,与式(12)矛盾.故方程(3)是振动的.证毕.
定理3 设方程(3)满足条件(A),(B),且m=1,n<1,如果

liminf
t→∞

t
-α

∫
t

a
(t-s)

α-1

∫
s

a
(v(ξ)+Gn(ξ))dξ( )ds=-∞ (14)

且

limsup
t→∞

t
-α

∫
t

a
(t-s)

α-1

∫
s

a
(v(ξ)+Gn(ξ))dξ( )ds=∞ (15)

其中

Gn(ξ)=(n-1)n
n
1-ng

n
n-1
1 (ξ)g

1
1-n
2 (ξ)

则方程(3)是振动的.
证  设x(t)是方程(3)的一个非振动解,不妨设x(t)为最终正解.由引理2和定理1的证明可得,当

m=1,n<1时,

Γ(α)t
-α
x(t)≤C(T)+t

-α

∫
t

a
(t-s)

α-1

∫
s

a
v(ξ)dξ( )ds+

t
-α

∫
t

a
(t-s)

α-1

∫
s

a
(g2(ξ)xn(ξ)-g1(ξ)x(ξ))dξ( )ds   t≥t1

取β=n,A=g
1
n
2x,B=

g1g
-
1
n

2

n
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
n-1

,由(7)式得

g2(ξ)xn(ξ)-g1(ξ)x(ξ)≤ (n-1)n
n
1-ng

n
n-1
1 (ξ)g

1
1-n
2 (ξ)=Gn(ξ) (16)
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即

Γ(α)t
-α
x(t)≤C(T)+t

-α

∫
t

a
(t-s)

α-1

∫
s

a
(v(ξ)+Gn(ξ))dξ( )ds   t≥t1

两边取极限,得

liminf
t→∞

Γ(α)t
-α
x(t)≤C(T)+liminf

t→∞
t

-α

∫
t

a
(t-s)

α-1

∫
s

a
(v(ξ)+Gn(ξ))dξ( )ds

而由x(t)>0得Γ(α)t
-α
x(t)>0,故liminf

t→∞
Γ(α)t

-α
x(t)≥0,与式(14)矛盾.

若x(t)为最终负解时,类似可得,与式(15)矛盾.故方程(3)是振动的.证毕.
定理4 设方程(3)满足条件(A),(B),且m >1,n<1,如果

liminf
t→∞

t
-α

∫
t

a
(t-s)

α-1

∫
s

a
(v(ξ)+Gm,n(ξ))dξ( )ds=-∞ (17)

且

limsup
t→∞

t
-α

∫
t

a
(t-s)

α-1

∫
s

a
(v(ξ)+Gm,n(ξ))dξ( )ds=∞ (18)

其中

Gm,n(ξ)=(m-1)m
m
1-mg

1
1-m
1 (ξ)h

m
m-1(ξ)+(n-1)n

n
1-nh

n
n-1(ξ)g

1
1-n
2 (ξ)

这里h∈C([a,∞),R+),则方程(3)是振动的.
证  设x(t)是方程(3)的一个非振动解,不妨设x(t)为最终正解.由引理2和定理1的证明可得,当

m >1,n<1时,

Γ(α)t
-α
x(t)≤C(T)+t

-α

∫
t

a
(t-s)

α-1

∫
s

a
v(ξ)dξ( )ds+

t
-α

∫
t

a
(t-s)

α-1

∫
s

a
(g2(ξ)xn(ξ)-g1(ξ)xm(ξ))dξ( )ds=

C(T)+t
-α

∫
t

a
(t-s)

α-1

∫
s

a
v(ξ)dξ( )ds+

t
-α

∫
t

a
(t-s)

α-1

∫
s

a
(g2(ξ)xn(ξ)-h(ξ)x(ξ))dξ( )ds+

t
-α

∫
t

a
(t-s)

α-1

∫
s

a
(h(ξ)x(ξ)-g1(ξ)xm(ξ))dξ( )ds   t≥t1

运用不等式(13)(取g2=h)和不等式(16)(取g1=h),得到

Γ(α)t
-α
x(t)≤C(T)+t

-α

∫
t

a
(t-s)

α-1

∫
s

a
(v(ξ)+Gm,n(ξ))dξ( )ds   t≥t1

其中

Gm,n(ξ)=(m-1)m
m
1-mg

1
1-m
1 (ξ)h

m
m-1(ξ)+(n-1)n

n
1-nh

n
n-1(ξ)g

1
1-n
2 (ξ)

两边取极限,得

liminf
t→∞

Γ(α)t
-α
x(t)≤C(T)+liminf

t→∞
t

-α

∫
t

a
(t-s)

α-1

∫
s

a
(v(ξ)+Gm,n(ξ))dξ( )ds

而由x(t)>0得Γ(α)t
-α
x(t)>0,故liminf

t→∞
Γ(α)t

-α
x(t)≥0,与式(17)矛盾.

若x(t)为最终负解时,类似可得,与式(18)矛盾.故方程(3)是振动的.证毕.
推论1 定理4中的h 取不同的函数时,将会得到不同的振动准则.
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