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锥度量空间中一类扩张映射的公共不动点定理①
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摘要:在不要求映射的连续性和锥的正规性的条件下,得到了扩张映射的几个公共不动点定理,所得结果改进和

推广了已知文献中重要结果.
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1 预备知识

自1976年以来,有关压缩映射的公共不动点理论方面的研究已经取得了许多重要的结果,这些结果在

非线性积分方程和微分方程中有着非常广泛的应用[1-6].相比之下,有关锥度量空间中扩张映射的不动点

理论结果仍然很少.文献[7]引进了锥度量空间并且在完备的锥度量空间中证明了Banach压缩映象原理成

立.随后,锥度量空间中映射的公共不动点的存在性在文献[8-12]中已被考虑.本文的目的是在锥度量空

间中讨论一类扩张型映射的公共不动点问题,证明了几个新的公共不动点定理,推广史晓棠等人在文献

[8]中所得的结果.
定义1[9] 设E 是一个实Banach空间,P 是E 中的一个子集,称P 是一个锥,如果

P 是非空闭凸集且P ≠ {θ},其中θ是E 的零元素;

 若λ≥0且x∈P,则λx∈P;

x∈P 且-x∈P,则x=θ.
设P 是E 中的锥,由P 所定义的半序“≤”如下:若y-x∈P,则x≤y.用x≪y 表示y-x∈

intP(P 的内点集).锥P 是正规锥,如果存在常数K >0,使得θ≤x≤y(∀x,y∈E),蕴含 ‖x‖ ≤
K‖y‖,其中K 为正规常数.

定义2[10] X 是一个非空集,E 是Banach空间.若映射d:X ×X →E 满足

θ≤d(x,y),∀x,y∈X.d(x,y)=θ当且仅当x=y;

d(x,y)=d(y,x),∀x,y∈X;

d(x,y)≤d(x,z)+d(z,y),∀x,y,z∈X.
则称d 是X 的一个锥度量.(X,d)称为锥度量空间.
定义3[10] 设(X,d)称为锥度量空间,x∈X 且{xn}n≥1 是X 中的一个序列.则

 称{xn}n≥1 是一个柯西列,若对每一个c∈E 且c≫θ,存在正整数 N 使得对所有的n,m >N,
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d(xn,xm)≪c.
 称{xn}n≥1 是一个收敛列,若对每一个c∈E 且c≫θ,存在正整数N 使得对所有的n>N,d(xn,

x)≪c;其中x∈X,称x 是{xn}n≥1 的极限,记作:xn →x(n→ ∞).
 称(X,d)为完备的锥度量空间,若X 中的每一个柯西列都收敛.
定义4 设映射f,g:X →X,对于 ∀x∈X,如果f(x)=g(x),那么称点x 为映射f,g 的重合

点.
引理1[10] 锥度量空间中收敛序列的极限是唯一的.
引理2[9] 设(X,d)是锥度量空间,E 是Banach空间,P⊂E 是锥,intP≠φ,设{xn}与{yn}是X

中的两个序列,且xn →x0,yn →y0(n→ ∞).则

d(xn,yn)→d(x0,y0)(n→ ∞)

  引理3[11] 设(X,d)是锥度量空间,{xn}是X 中的序列.如果存在常数h∈ (0,1)满足

d(xn,xn+1)≤hd(xn-1,xn)   ∀n≥1
则{xn}是X 中的一个柯西列.

2 主要结果

定理1 设(X,d)是完备的锥度量空间,设映射S,T:X →X 满足:

d(Sx,Sy)≥a(d(Tx,Ty))d(Tx,Ty)   ∀x,y∈X (1)
其中a(t):E+→(1,+∞)是连续递增的函数.如果S是满射且T 是单射(或S是一一映射),则T,S有唯

一重合点.
证  任取x0∈X,由于S 是满射,故存在点x1,x2∈X,使Tx0=Sx1,Tx1=Sx2,依此类推,定

义{xn}为:Txn =Sxn+1(n=0,1,2,…),因此不等式(1)得,

d(Sxn-1,Sxn)≥a(d(Txn-1,Txn))d(Txn-1,Txn)=
a(d(Sxn,Sxn+1))d(Sxn,Sxn+1) (2)

因为a(t)>1,所以序列{d(Sxn,Sxn+1)}单调递减且非负,于是d(Sxn,Sxn+1)→ξ,且ξ≥θ,d(Sxn,

Sxn+1)≥ξ.又因为a(t)是递增函数,所以有

a(d(Sxn,Sxn+1))≥a(ξ)
于是由(2)式得,

d(Sxn,Sxn+1)≤
1

a(ξ)
d(Sxn-1,Sxn)

令

h=
1

a(ξ)
∈ (0,1)

由(2)式得

d(Sxn,Sxn+1)≤hd(Sxn-1,Sxn)

于是由引理2得,{Sxn}是(X,d)中的Cauchy列.由X 的完备性知,存在q∈X,使Sxn →q(n→ ∞),
由于S 是满射,所以存在p∈X,使得Sp=q.

由不等式(1),得

d(Txn,Sp)=d(Sxn+1,Sp)≥a(d(Txn+1,Tp))d(Txn+1,Tp)=
a(d(Txn+1,Tp))d(Sxn+2,Tp)

所以,令n→ ∞,有

θ=d(q,q)≥a(d(Txn+1,Tp))d(q,Tp)
故
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d(q,Tp)=θ
即

Tp=q=Sp
假设存在另一点u∈X,使得Su=Tu.由不等式(1)得

d(Tu,Tp)=d(Su,Sp)≥a(d(Tu,Tp))d(Tu,Tp)
由于a(t)>1,易得

d(Tu,Tp)=θ
即Tu=Tp,又因为T 是单射,所以有u=p.

于是证得T,S 有唯一重合点.
注1 在定理1中,若T,S 为弱相容映像,则得到T,S 有唯一的公共不动点.
在定理1中,如果T=IX 是X 上的恒等映射,可得以下结论.
推论1 设(X,d)是完备的锥度量空间,设映射S:X →X 是满射且满足:

d(Sx,Sy)≥a(d(x,y))d(x,y)   ∀x,y∈X (2)
其中a(t):E+→ (1,+∞)是连续递增的函数,则S 有唯一不动点.

定理2 设(X,d)是完备的锥度量空间,设映射S,T:X →X 满足:

d(Sx,Sy)≥a(d(Tx,Ty))d(Tx,Ty)+b(d(Tx,Ty))d(Sx,Tx)+
c(d(Tx,Ty))d(Sy,Ty)   ∀x,y∈X (3)

如果S是满射且T 是单射(或S是一一映射),a(t),b(t),c(t):E+→[0,+∞)是连续递增的函数,并且

a(t)+b(t)+c(t)>1,0≤b(t)<1,则T,S 有唯一重合点.
证  任取x0∈X,由于S 是满射,故存在点x1,x2∈X,使Tx0=Sx1,Tx1=Sx2,依此类推,定

义{xn}为:Txn =Sxn+1(n=0,1,2,…),因此由不等式(3)得,

d(Sxn-1,Sxn)≥a(t)d(Txn-1,Txn)+b(t)d(Sxn-1,Txn-1)+c(t)d(Sxn,Txn)≥
a(t)d(Sxn,Sxn+1)+b(t)d(Sxn-1,Sxn)+c(t)d(Sxn,Sxn+1)

  这里定义

a(t)=a(d(Txn-1,Txn)),b(t)=b(d(Txn-1,Txn)),c(t)=c(d(Txn-1,Txn))
于是有

d(Sxn,Sxn+1)≤
1-b(t)

a(d(t)+c(d(t))d
(Sxn-1,Sxn) (4)

  因为

0≤b(t)<1
且

a(t)+b(t)+c(t)>1
所以

0<
1-b(d(Txn-1,Txn))

a(d(Txn-1,Txn))+c(d(Txn-1,Txn))<
1

  令

h(t)=
1-b(t)

a(t)+c(t)∈
(0,1)

由(4)式得

d(Sxn,Sxn+1)≤h(t)d(Sxn-1,Sxn) (5)
所以序列{d(Sxn,Sxn+1)}单调递减且非负,于是d(Sxn,Sxn+1)→ξ,ξ∈X 且ξ≥θ.下面证明ξ=θ.否
则令ξ>θ,因为d(Sxn,Sxn+1)≥ξ,所以有

h(d(Sxn,Sxn+1))≤h(ξ)<1   n=1,2,…
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因此

d(Sxn,Sxn+1)≤h(ξ)d(Sxn-1,Sxn)≤ … ≤hn-1(ξ)d(Sx1,Sx2)→θ   n→ ∞
所以ξ=θ.

由引理2可得,{Sxn}是(X,d)中的Cauchy列.由X 的完备性知,存在q∈X,使得Sxn →q(n→
∞),由于S 是满射,所以存在p∈X,使得Sp=q.

使用不等式(3),得

d(Txn,Sp)=d(Sxn+1,Sp)≥a(t)d(Txn+1,Tp)+b(t)d(Sxn+1,Txn+1)+c(t)d(Sp,Tp)=
a(t)d(Sxn+2,Tp)+b(t)d(Sxn+1,Sxn+2)+c(t)d(Sp,Tp)

所以,令n→ ∞,有

θ=d(q,q)=d(q,Sp)≥a(t)d(q,Tp)+b(t)d(q,q)+c(t)d(q,Tp)=
[a(t)+c(t)]d(q,Tp)

  因为

a(t)+c(t)≠0
所以

d(q,Tp)=θ
即

Tp=q=Sp
假设存在另一点u∈X,使得Su=Tu.由不等式(3)得

d(Tu,Tp)=d(Su,Sp)≥a(t)d(Tu,Tp)+b(t)d(Su,Tu)+c(t)d(Sp,Tp)=a(t)d(Tu,Tp)
由于a(t)>1,易得d(Tu,Tp)=θ,即Tu=Tp,又因为T 是单射,所以有u=p.

于是证得T,S 有唯一重合点.
注2 在定理2中,若T,S 为弱相容映象,则得T,S 有唯一公共不动点.
在定理12,如果T=IX,可得一下结论.
推论2 设(X,d)是完备的锥度量空间,设映射S:X →X 是满射且满足:

d(Sx,Sy)≥a(d(x,y))d(x,y)+
b(d(x,y))d(x,Sx)+c(d(x,y))d(y,Sy)   ∀x,y∈X

其中a(t),b(t),c(t):E+→[0,+∞)是连续递增的函数,并且a(t)+b(t)+c(t)>1,则T,S 有唯一

公共不动点.
注3 本文在锥度量空间中又证明了一类扩张映象的不动点定理,该结果扩展了文献[8]的相关结果.

由于本文中的定理和推论不要求锥的正规性,也不要求映射的连续性,从而扩大了定理的应用范围.另外

在本文中令E=R,P=[0,+∞),可得到度量空间中许多相应的有意义的公共不动点理论,推广了文献

[13]的有关结果.
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AClassofCommonFixedPointTheoremsfor
ExpandingMappingsinConeMetricSpaces

JUXiao-wei, GU Zhen, YULi-qi
DepartmentofBasicCourses,HeilongjiangEasternCollege,HarbinHeilongjiang150086,China

Abstract:Inthispaper,afewcommonfixedpointtheoremsforexpandingmappingsareobtainedwithout
appealingtothecontinuityofthemappingsinanon-normalconemetricspace.Theresultsgeneralizeand
improvesomewell-knowncomparableresultsinliteratureavailable.
Keywords:conemetricspace;expandingmapping;commonfixedpoint;coincidencepoint
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