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用用Ekeland变分原理证明山路引理的一个注记①
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摘要:用Ekeland变分原理证明了山路引理,补充完善了以往证明中缺失的一些重要环节和细节.
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自1973年文献[1]提出山路引理以来,山路引理及其各种推广和变形都已被广泛地应用到各类变分问

题中去了.关于山路引理的证明,也有各种版本的证明,如文献[2-5]中用Ekeland变分原理证明了山路

引理.虽然这些证明是完整的,但在一些细节上未给出详尽而浅显易懂的论证.为此,本文的目的是对所

有细节给出充分的补注和论证,使得山路引理的证明更详尽易懂.
首先我们给出本文主要工具 Ekeland变分原理:
引理1[4](Ekeland变分原理) 设(X,d)是一完备的度量空间.f: →X R1∪{+∞}是真函数,即f≢+

∞.若f下有界且下半连续,并且存在ε>0,及相关xε∈X,使得f(xε)<inf
X
f+ε,则必存在yε∈X使得

1)f(yε)≤f(xε),
2)d(yε,xε)≤1,

3)f(x)>f(yε)-εd(yε,x),∀x∈X\{yε}.
此外,还需要给出下文将要用到的一个紧性条件 Palais-Smale条件的定义.
定义1 设X 是一个Banach空间,f∈C1(X,R1).如果任意满足

f(xj →) c,‖f′(xj) →‖ 0
的序列{xj}1∞ ⊂X 都有收敛的子列,那么我们说f在值c满足Palais-Smale条件,记作PSc.

这里不妨给出本文常用到的Gâteaux导数和Fréchet导数的定义:
定义2 设X 是一个Banach空间,f∈C(X,R1).x0∈U ⊂X,U 是一个开邻域.我们称f在点x0

处有Gâteaux导数,如果 ∀h∈X,存在df(x0,h)∈R1,使得

f(x0+th)-f(x0)-tdf(x0,h)=o(t), →t 0,∀x0+h∈U
进一步如果存在ξ∈X* 使得

|f(x)-f(x0)-<ξ,x-x0>|=o(‖x-x0‖), →x x0

则称ξ是f 在x0 处的Fréchet导数.记作

f′(x0)=ξ
注意,定义1中的导数就是指Fréchet导.现用上述原理及概念证明以下山路引理:

定理1[4](山路引理) 设X 是一个Banach空间,f∈C1(X,R1);又设Ω∈X 是一个开集,p0∈Ω,

p1 ∉Ω 为给定两点.假设
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α=inf
x∈췍Ω

f(x)> max{f(p0),f(p1)} (1)

并且f满足PSc 条件,其中

c=inf
l∈Γ
sup

t∈[0,1]
f췍l(t) (2)

Γ={l∈C([0,1],X):l(i)=pi,i=0,1} (3)
则c≥α是泛函f 的一临界值,(2)式中f췍l(t)=f(l(t)).

证 由于本证明主要用到Ekelnd变分原理,故以下先要证明山路引理中的条件足够满足Ekelnd变分

原理中的条件,从而有Ekelnd变分原理中的结论.再结合泛函f满足的PSc 条件,最后获得山路引理的结

论.我们拟将全部证明分3步进行:
1)构造完备的度量空间(Γ,d)与泛函I(真函数).
在Γ上引入度量

d(l1,l2)= max
t∈[0,1]

‖l1(t)-l2(t)‖
使(Γ,d)成为一完备度量空间.这是因为连续函数l1-l2 在闭区间上存在最大值,并且柯西列按该度量在

Γ内收敛.注意到按此度量收敛的函数列{ln(t)}的极限函数l(t)必满足边值条件l(0)=p1,l(1)=p2.再

定义如下泛函I:
I(l)= max

t∈[0,1]
f췍l(t)

那么显然有I(l)=ml,其中ml 是与l相关的确定常数.故I: →X R1 ∪ {+∞}必是真函数.
2)验证泛函I的下半连续性.
由假设(1)以及p0,p1 的位置知存在xl∈췍Ω(췍Ω 与l(t)必相交于xl)使得

I(l)= max
t∈[0,1]

f췍l(t)≥f(xl)≥inf
x∈췍Ω

f(x)=α (4)

即I下有界.注意到,

|I(l1)-I(l2)|≤ max
t,θ∈[0,1]

‖f′(θl1(t))+(1-θ)l2(t)‖·‖l1(t)-l2(t)‖ ≤

Cf′,l1,l2
·d(l1,l2)

故I必满足下半连续.
3)运用Ekeland变分原理的相关结论以及泛函f满足的PSc 紧性条件,证明c是泛函f 的临界值,即

证明存在x* ∈Γ,使得f(x*)=c且f′(x*)=0.
由下确界c=inf

l∈Γ
I(l)的定义知,对任意给定的自然数n,存在{ln}⊂Γ,使得

c≤I(ln)<c+1n
(5)

现在Ekeland变分原理中,取ε=1n
,xε=ln =yε,则对于任意l≠ln,有

I(l)>I(ln)-1nd(l,ln) (6)

令

M(l)={s∈ [0,1]:f췍l(s)=I(l),l∈Γ}
由f췍l的连续性 知M(l)必非空.又易证M(l)也是闭的,即{sk}⊂M(l),s →k s*.而f췍l(sk)≡I(l),
故由f췍l的连续性知f췍l(s*)=I(l),从而1维有界闭集M(l)是紧集.由(1)和(4)式以及I的定义知{0,
1}∩M(l)=Ø.

记Γ0={ψ∈C([0,1],X):ψ(i)=θ,i=0,1},这里θ∈X 系零元,因按照线性组合封闭,故Γ0 为

C([0,1],X)的一线性闭子空间,且其模为

‖ψ‖Γ0 = max
t∈[0,1]

‖ψ(t)‖
显然,对h∈Γ0,‖h‖Γ0=1,有ln+λjh∈Γ(因为(ln+λjh)(0)=p0,(ln+λjh)(1)=p1).∀λj,∀ξj∈
M(ln +λjh),由Ekeland变分原理结论3)有

I(ln +λjh)>I(ln)-εd(ln +λjh,ln) (7)
又由ξj 的定义以及I(ln)定义知
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I(ln +λjh)=f췍(ln +λjh)(ξj),I(ln)≥f췍ln(ξj)
d(ln +λjh,ln)= max

t∈[0,1]
‖λjh(t)‖=λj‖h‖Γ0 =λj

故由(7)式有

f췍(ln +λjh)(ξj)>f췍ln(ξj)-λj
1
n

(8)

注意到{ξj}⊂M(ln+λjh)⊂ [0,1],从而存在子列,不妨就记为{ξj}以及ηn∈ [0,1]使得ξ →j ηn.当

λ →j 0+ 时,由(8)式有

df(ln(ηn),h(ηn))≥-1n
(9)

那么当λ →j 0- 时,由(8)式有

df(ln(ηn),h(ηn))≤-1n
(10)

从而

df(ln(ηn),h(ηn))=-1n
下面证明存在ηn

* ∈M(ln)使得其中Gâteaux导

df(ln(ηn
*),φ)=-1n

,φ∈X,‖φ‖=1 (11)

即以下两式同时成立:

df(ln(ηn
*),φ)≥-1n

,φ∈X,‖φ‖=1 (12)

df(ln(ηn
*),φ)≤-1n

,φ∈X,‖φ‖=1 (13)

从而(11)式成立.因而

|df(ln(ηn
*),φ)|=

1
n
,φ∈X,‖φ‖=1 (14)

令xn =ln(ηn
*),则由Fréchet导数定义,

|f′(xn)|= sup
φ∈X,‖φ‖=1

|df(xn,φ)|=
1
n

(15)

而ηn
* ∈M(ln)则I(ln)=f췍ln(ηn

*)=f(xn),故由(5)式有

c≤f(xn)<c+1n
(16)

由(15),(16)式以及PSc 条件知,{xn}存在收敛子列收敛于x*,从而由(15),(16)式知,f(x*)=c且

f′(x*)=0.
关键需证明(12)和(13)式.先用反证法来证(12)式.
假如不存在ηn

* 使(12)式成立.则对任意η∈M(ln),存在vη ∈X,‖vη‖=1满足

df(ln(η),vη)<-1n
由f∈C1(X,R1),以及ln 的连续性知,存在η的一邻域Oη ⊂ (0,1)(因为M(ln)⊂ (0,1))使得

df(ln(ξ),vη)<-1n
,∀ξ∈Oη

而M(ln)是紧集,由有限覆盖定理知,存在某自然数m 使得

M(ln)⊂∪
m

i=1
Oηi
,ηi∈M(ln),i=1,2,…,m

相应地存在系列{vηi
},‖vηi

‖=1,i=1,2,…,m 使得

df(ln(ξ),vηi
)<-1n

,∀ξ∈Oηi
,i=1,2,…,m (17)

则可构建{Oηi
}的一单位分解:0≤ρi≤1,suppρi⊂Oηi

,1≤i≤m,满足
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∑
m

i=1
ρi(ξ)=1 ∀ξ∈M(ln)

ρi(ξ)=0 ∀ξ∈ [0,1]\M(ln

ì

î

í

ï
ï

ïï )
(18)

令

v=v(ξ)=∑
m

i=1
ρi(ξ)vηi

,ξ∈ [0,1]

注意到M(ln)⊂ (0,1),由(18)式第二式,v(0)=v(1)=θ(零元).又

‖v‖=∑
m

i=1
ρi(ξ)‖vηi

‖=∑
m

i=1
ρi(ξ)=1,ξ∈ [0,1]

所以v∈Γ0.再由(17)式以及(18)式有

df(ln(ξ),v(ξ))<-1n
,∀ξ∈ [0,1]

这与(9)式矛盾.这就证明了(12)式.类似可证(13)式.证毕.
注1 本文在(9)式和(10)式处的证明不同于以往文献[3-4].
注2 本文(16)式的获得过程也不同于以往文献[3-4].
注3 本文关于(12)式与(13)式的证明不同于以往文献[3-4],而以往文献[3-4]没有证明(13)式.
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OntheProofoftheMountainPassTheoremvia
Ekeland’sVariationalPrinciple
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Abstract:Inthispaper,themountainpasstheoremisprovedindetailbyEkeland’svariationalprinciple,in
whichsomeimportantmissingdetailsinpreviousstudiesaresupplemented.
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