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一类具有修正的Leslie-Gower功能函数的
捕食 食饵模型的全局渐近稳定性①

周 军

西南大学 数学与统计学院,重庆400715

摘要:研究了一类具有扩散和修正的Leslie-Gower功能函数的捕食 食饵模型的全局渐近稳定性,推广 了 已 有

结论.
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利用反应扩散方程来研究种群模型是近年来生物数学研究的一个热门话题[1-5].本文主要研究如下一

类具有扩散和修正的Leslie-Gower功能函数的捕食 食饵模型的平衡解的全局稳定性:
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其中:Ω⊂RN 是具有光滑边界∂Ω的有界区域;常数a,b,k,δ,β>0;ν是边界∂Ω上的单位外法向;齐次边

界条件表示该模型的边界流为0;d1,d2>0表示扩散系数;初值u0(x),v0(x)是满足相容性条件的非负非

平凡的连续可微函数.
通过计算可知如果条件aβ+mδb>kδb成立,模型(1)有唯一的正常数平衡解(u*,v*),其中

v* =δ(u* +b)
β

u* = -(kδ-β-mδ+aβ+mδb)+ (kδ-β-mδ+aβ+mδb)2-4(β+mδ)(kδb-aβ-mδb)
2(β+mδ)

文献[1]主要研究了模型(1)(u*,v*)的全局稳定性,其主要结果如下:

定理A 假设m>k,β>mδ,那么(u*,v*)是全局渐近稳定的.
本文的主要目的是推广定理1,我们的主要结果如下:
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定理1 假设aβ+mδb> maxkδb,kδb+kδ-m{ }δ ,aβ+mδb≥kδb+mδ-β并且(1+a)m≥k,

那么(u*,v*)是全局渐近稳定的.
注1 显然在定理A的假设条件下,定理1的假设条件成立,所以定理1推广了定理A.
本节的主要目的是证明定理1,主要方法来自于文献[5].首先引入如下引理,其证明可参见文献[6].
引理1 假设f(s)∈C1([0,+∞)),常数d>0,γ≥0,T∈[0,+∞),函数w∈C2,1(Ω×(T,+

∞))∩C1,0(Ω×[T,+∞))是正函数,则如下结论成立:

如果w 满足

wt-dΔw ≤ (≥)w1+γf(w)(α-w) (x,t)∈Ω×(T,+∞),
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其中α>0是常数,则有

limsup
t→+∞

max
Ω

w(·,t)≤αliminf
t→+∞

min
Ω

w(·,t)≥( )α

  定理1的证明  由模型(1)的第一个方程可知ut-d1Δu≤u(1-u),则有引理1可知

limsup
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u(·,t)≤1=u1

则对任意的ε>0,存在常数Tε
1 ≽1使得当x∈Ω和t≥Tε

1 时,u(x,t)≤u1+ε.利用(1)式的第二个

方程可知对x∈Ω 和t>Tε
1 有
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b = v
u1+ε+b

δ(u1+ε+b)-β( )v

所以由引理1可知

limsup
t→+∞

max
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v(·,t)≤δ(u1+b)
β

=v1

所以对任意的ε>0,存在常数Tε
2 ≽1使得当x∈Ω 和t≥Tε

2 时,u(x,t)≤v1+ε.用(1)式的第一个

方程可知对x∈Ω 和t>Tε
2 有

ut-d1Δu≥u1-u- k(v1+ε)
a+u+m(v1+ε

æ

è
ç

ö

ø
÷
)=u

(u-uε
2)(uε

1-u)
a+m(v1+ε)+u

其中
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1= -(a+m(v1+ε)-1)+ (a+m(v1+ε)-1)2+4(a+(m-k)(v1+ε))
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利用aβ+mδb>kδb+kδ-mδ 可知对ε>0充分小,uε
1 >0,uε

2 <0.所以由引理1和ε的任意性可知

liminf
t→+∞

min
Ω

u(·,t)≥u01=u1 >0

其中

u1= -(a+mv1-1)+ (a+mv1-1)2+4(a+(m-k)v1)
2

通过计算可知u1<u1.对任意的0<ε<u1,存在常数Tε
3≽1使得对x∈Ω和t≥Tε

3 有u(x,t)≥u1-

ε.从而对(x,t)∈Ω×[Tε
3,∞)有
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由上可知

liminf
t→∞

min
Ω

v(·,t)≥δ(u1+b)
β

=v1 <v1

从而对任意的0<ε<v1,存在常数Tε
4≽1使得x∈Ω和t≥Tε

4 有v(x,t)≥v-ε.利用模型(1)的第

一个方程,对x∈Ω 和t>Tε
4 我们有

ut-d1Δu≤u1-u- k(v1+ε)
a+u+m(v1+ε
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利用v1 >v1 可知对ε>0充分小,uε
1 >0,uε

2 <0.类似于上面的证明可知

limsup
t→∞

max
Ω

u(·,t)≤u01=u2

其中

u2= -(a+mv1-1)+ (a+mv1-1)2+4(a+(m-k)v1)
2

通过计算可知u2 <u1.令

φ(s)= -(a-1+ms)+ (a-1+ms)2+4(a+(m-k)s)
2

,ψ(s)=
δ
β
(s+b),s>0

由(1+a)m≥k可知ψ 严格单调增,φ非增.进一步,上面构造的常数u1,v1,u1,v1,u2 满足

v1=ψ(u1)<ψ(u1)=v1,u1=φ(v1)≤φ(v1)=u2 <u1
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我们构造4个序列 u{ }i
∞
i=1,v{ }i

∞
i=1,u{ }i

∞
i=1,v{ }i

∞
i=1:

vi=ψ(ui),ui=φ(vi),vi=ψ(ui),ui+1=φ(vi) (3)

使得

ui≤liminf
t→∞

min
Ω

u(·,t)≤limsup
t→∞

max
Ω

u(·,t)≤ui

vi≤liminf
t→∞

min
Ω

v(·,t)≤limsup
t→∞

max
Ω

v(·,t)≤v{
i

(4)

利用(2),(3)式以及φ和ψ 的单调性可知

vi≤vi+1=ψ(ui+1)≤ψ(ui+1)=vi+1 ≤vi

ui≤ui+1=φ(vi+1)≤φ(vi+1)=ui+2 ≤ui+
{

1

因此我们可以假设

lim
i→∞

ui=u,lim
i→∞

vi=v,lim
i→∞

ui=u,lim
i→∞

vi=v (5)

显然有0<u≤u,0<v≤v并且u,v,u,v满足

u=φ(v),v=ψ(u),u=φ(v),v=ψ(u) (6)

经计算可知(6)式等价于
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u2+(a-1)u+muv=(m-k)v+a

u2+(a-1)u+muv=(m-k)v+a

v=δ
β
(u+b),v=δ

β
(u+b
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利用(7)式的第3个和第4个方程可知

β(v-v)=δ(u-u) (8)

由(7)式的第1个和第2个方程可知

(u+u)(u-u)+(a-1)(u-u)+m(uv-uv)=(m-k)(v-v) (9)

因为

uv-uv=δ
β
(u(u+b)-u(u+b))=δb

β
(u-u),v-v=δ

β
(u-u)

由(9)式可知

(u+u)(u-u)+(a-1)(u-u)+mδb
β
(u-u)-δ

β
(m-k)(u-u)=0 (10)

下面利用反证法证明u=u.假设u≠u,显然有u>u.所以利用(10)式可知

u+u+a-1+mδb
β

-δ
β
(m-k)=0 (11)

将(7)式的前两个方程相加可得

u2+u2+(a-1)(u+u)+m(uv+uv)=(m-k)(v+v)+2a (12)

因为

uv+uv=δ
β
(u(u+b)+u(u+b))=2δ

β
uu+δb

β
(u+u),v+v=δ

β
(u+u)+2δb

β
由(12)式可知

u2+u2+2mδ
β

uu+ a-1+mδb
β

-δ
β
(m-kæ
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β
(m-k)+2a (13)

结合(11)式和(13)式得

(mδ-β)uu=aβ+mδb-kδb (14)

现在可以从如下两个方面得到矛盾:

a)如果mδ≤β,由(14)式可知

aβ+mδb-kδb≤0
这和假设

aβ+mδb-kδb>0
矛盾;

b)如果mδ>β,则由(14)式可知

aβ+mδb-kδb< (mδ-β)(u1)2=mδ-β
这和假设

aβ+mδb≥kδb+mδ-β
矛盾.

综上知u=u.从而由(8)式可知v=v.结合该结果和(7)式可知u=u=u*,v=v=v*.最后由(4)式

和(5)式可以得到(u*,v*)的全局渐近稳定性.
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