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抽象凸空间具有移动锥的
广义向量均衡问题解的存在性①
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摘要:利用叠合点定理,在抽象凸空间中证明4种类型的具有移动锥的广义向量均衡问题解的存在性定理,所得

结果改进和统一了相关文献中的结果.
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令R=(-∞,+∞),A 是拓扑向量空间E 的非空子集,f:A× →A R满足f(x,x)≥0,∀x∈
A.文献[1]将标量均衡问题描述为:存在x0∈A使得f(x0,y)≥0,∀y∈A.许多基本的数学问题都是

均衡问题的特例,例如优化问题、Nash均衡问题、不动点、补问题、变分不等式等.近二十年来,人们更加

关注向量均衡问题,具有移动锥的向量均衡问题已经被广泛研究[2-6].
最近,利用叠合点定理,文献[2]在拓扑向量空间中证明了具有移动锥的广义向量均衡问题解的存在

性定理.利用Fan-Browder不动点定理的推广形式,文献[3]进一步在G 凸空间中证明了具有移动锥的广

义向量均衡问题解的存在性定理.文献[4]在抽象凸空间中讨论关于紧RC 映射的叠合点定理和极大元定

理.文献[5]进一步在抽象凸空间中讨论关于非紧RC 映射的叠合点定理及其应用.注意到拓扑向量空间

的凸子集和G 凸空间为抽象凸空间特例,故考虑能否利用上述叠合点定理,在抽象凸空间中证明具有移动

锥的广义向量均衡问题解的存在性,以统一和改进文献[2-3]中的相关结果.
设X 是拓扑空间,Z是非空集合,V 是拓扑向量空间,F:X×Z———췍V 和C:X———췍V 是集值映射.考

虑以下4种类型的广义向量均衡问题:

1)存在x0 ∈X 使得F(x0,z)⊂C(x0)对所有的z∈Z成立;

2)存在x0 ∈X 使得F(x0,z)∩ (-intC(x0))=Ø 对所有的z∈Z成立;

3)存在x0 ∈X 使得F(x0,z)∩C(x0)≠Ø 对所有的z∈Z成立;

4)存在x0 ∈X 使得F(x0,z)⊄-intC(x0)对所有的z∈Z成立.
本文利用抽象凸空间中关于非紧RC 映射的叠合点定理,在适当的条件下给出广义向量均衡问题1)-

4)解的存在性定理,所得结果改进和统一了文献[2-3]中的相关结果.
引理1[6] 设X 是拓扑空间,Z是非空集合,P:X———췍Z是集值映射.则下述结论等价:

췍P- 是转移开值的且P 具有非空值;

췍X=∪
z∈Z
intP- (z).
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引理2[5] 设X是拓扑空间,(Y;Γ)是抽象凸拓扑空间,Z是非空集合,P:X———췍Z,Q:Y———췍Z,T:

Y———췍X 满足:

췍X= ∪
z∈Q(Y)

intP- (z);

췍 对任意的x∈X,{y∈Y:P(x)∩Q(y)≠Ø}是Γ 凸的;

췍T∈RC(Y,X);

췍 对Y 的任意紧子集A,T(A)是紧的;

췍 存在X 的非空紧子集D 使得对任意的N ∈ <Y>,存在Y 的包含N 的紧Γ 凸子集LN 满足

T(LN)\D⊂ ∪
y∈LN
int{x∈X:P(x)∩Q(y)≠Ø}

则存在(x0,y0)∈X×Y 使得x0 ∈T(y0)且P(x0)∩Q(y0)≠Ø.
定理1 设X,V 是拓扑空间,(Y;Γ)是抽象凸拓扑空间,Z是非空集合,F:X×Z———췍V,C:X———췍

V,Q:Y———췍Z,T:Y———췍X 满足:

췍Q(Y)=Z;

췍 对任意的x∈X,若{z∈Z:F(x,z)⊄C(x)}≠Ø,则存在x的开邻域N(x)和z′∈Z使得F(x′,

z′)⊄C(x′)对所有的x′∈N(x)成立;

췍 对任意的x∈X,集合{y∈Y:存在z∈Q(y)使得F(x,z)⊄C(x)}是Γ 凸的;

췍 对任意的y∈Y,x∈T(y)和z∈Q(y),有F(x,z)⊂C(x);

췍T∈RC(Y,X);

췍 对Y 的任意紧子集A,T(A)是紧的;

췍 存在X 的非空紧子集D 使得对任意的N ∈ <Y>,存在Y 的包含N 的紧Γ 凸子集LN 满足

T(LN)\D⊂ ∪
y∈LN
int{x∈X:存在z∈Q(y)使得F(x,z)⊄C(x)}

则存在x0 ∈X 使得F(x0,z)⊂C(x0)对任意的z∈Z成立.
证  定义P:X———췍Z为

P(x)={z∈Z:F(x,z)⊄C(x)}   ∀x∈X
假设定理1的结论不成立,则任意的x∈X,存在z∈Z使得F(x,z)⊄C(x).即任意的x∈X,P(x)≠
Ø.

条件 췍 等价于P- 是转移开值的.事实上,由条件 췍 和P的定义可知,任意的x∈X,P(x)≠Ø 意

味着存在x 的开邻域N(x)和z′∈Z使得z′∈P(x′)对所有的x′∈N(x)成立.从而,对任意的x∈X
和z∈P(x),存在x 的开邻域N(x)和z′∈Z使得N(x)⊂P- (z′),故P- 是转移开值的.由引理1和

条件 췍,得

X=∪
z∈Z
intP- (z)= ∪

z∈Q(Y)
intP- (z)

即引理2的条件 췍 满足.由定理1中条件 췍 和 췍-췍,易知引理2的条件 췍-췍 满足.由引理2,存在

(x0,y0)∈X×Y 使得x0∈T(y0)且P(x0)∩Q(y0)≠Ø,即存在z0∈Q(y0)使得F(x0,z0)⊄C(x0),
这与条件 췍 矛盾,定理1的结论成立.

注1 1)如果T 是紧的或X 是紧的,则条件 췍 和 췍 多余;

2)定理1的条件 췍 可换为“任意的z∈Z,x———췍F(x,z)下半连续且C是闭的”.事实上,此时可以

证明:任意的z∈Z,P- (z)是开集,从而P- 是转移开值的.
推论1 设X,V 是拓扑空间,(Y;Γ)是抽象凸空间,Z是非空集合,F:X×Z———췍V,C:X———췍V,Q:

Y———췍Z,T:Y———췍X 满足:

췍Q(Y)=Z;

췍 对任意的z∈Z,x———췍F(x,z)下半连续,且C是闭的;

췍 对任意的x∈X,集合{y∈Y:存在z∈Q(y)使得F(x,z)⊄C(x)}是Γ 凸的;

췍 对任意的y∈Y,x∈T(y)和z∈Q(y),有F(x,z)⊂C(x);
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췍T∈RC(Y,X)是紧的.
则存在x0 ∈X 使得F(x0,z)⊂C(x0)对任意的z∈Z成立.
注2 在推论1中,进一步假设X和Y是拓扑向量空间的凸子集,Z是向量空间的凸子集,V是拓扑向量

空间,则条件췍可换为“(a)任意的x∈X,C(x)是非空凸锥;(b)Q是拟凸的,且任意的x∈X,z———췍F(x,

z)是C(x)-拟凸的.”事实上,任意的x∈X,条件(a)和(b)意味着集合{y∈Y:存在z∈Q(y)使得

F(x,z)⊄C(x)}是凸的(见文献[2]定理11的证明).因此,文献[2]定理11为推论1特例.
推论2 设(X;Γ)是抽象凸拓扑空间,1X ∈RC(X,X),Z是非空集合,V是拓扑空间,F:X×Z———췍V,

C:X———췍V,Q:X———췍Z满足:

췍Q(X)=Z;

췍 对任意的z∈Z,x———췍F(x,z)下半连续,且C是闭的;

췍 对任意的x∈X,集合{y∈X:存在z∈Q(y)使得F(x,z)⊄C(x)}是Γ 凸的;

췍 对任意的x∈X 和z∈Q(x),有F(x,z)⊂C(x);

췍 存在X 的非空紧子集D 使得对任意的N ∈ <X>,存在X 的包含N 的紧Γ 凸子集LN 满足

LN\D⊂ ∪
y∈LN
int{x∈X:存在z∈Q(y)使得F(x,z)⊄C(x)}

则存在x0 ∈X 使得F(x0,z)⊂C(x0)对任意的z∈Z成立.
注3 在推论2中,进一步假设X 和Z 是拓扑向量空间的凸子集,V 是拓扑向量空间,则条件 췍 可换

为“(a)任意的x∈X,C(x)是非空凸锥;(b)Q是弱凸的,且任意的x∈X,z———췍F(x,z)是C(x)-拟

凸的”.事实上,任意的x∈X,条件(a)和(b)意味着集合{y∈Y:存在z∈Q(y)使得F(x,z)⊄C(x)}
是凸的(见文献[3]定理8的证明).因此,文献[3]定理8为推论2特例.

定理2 设X 是拓扑空间,(Y;Γ)是抽象凸拓扑空间,Z 是非空集合,V 是拓扑向量空间,F:X×
Z———췍V,C:X———췍V,Q:Y———췍Z,T:Y———췍X 满足:

췍Q(Y)=Z;

췍 对任意的x∈X,若{z∈Z:F(x,z)∩(-intC(x))≠Ø}≠Ø,则存在x的开邻域N(x)和z′∈
Z使得F(x′,z′)∩(-intC(x′))≠Ø 对所有的x′∈N(x)成立;

췍 对任意的x∈X,集合{y∈Y:存在z∈Q(y)使得F(x,z)∩ (-intC(x))≠Ø}是Γ 凸的;

췍 对任意的y∈Y,x∈T(y)和z∈Q(y),有F(x,z)∩ (-intC(x))=Ø;

췍T∈RC(Y,X);

췍 对Y 的任意紧子集A,T(A)是紧的;

췍 存在X 的非空紧子集D 使得对任意的N ∈ <Y>,存在Y 的包含N 的紧Γ 凸子集LN 满足

T(LN)\D⊂ ∪
y∈LN
int{x∈X:存在z∈Q(y)使得F(x,z)∩ (-intC(x))≠Ø}

则存在x0 ∈X 使得F(x0,z)∩ (-intC(x0))=Ø 对任意的z∈Z成立.
证  定义P:X———췍Z如下:

P(x)={z∈Z:F(x,z)∩ (-intC(x))≠Ø}   ∀x∈X
假设定理2的结论不成立,则对任意的x∈X,存在z∈Z使得F(x,z)∩(-intC(x))≠Ø.即任意的

x∈X,P(x)≠Ø.类似定理1,可以证明定理2的结论成立.
注4 1)如果T 是紧的或X 是紧的,则条件 췍 和 췍 多余.
2)定理2的条件 췍 可换为“任意的z∈Z,x———췍F(x,z)下半连续;任意的x∈X,C(x)具有非空

内部,且W:X———췍V 是闭的,其中W(x):=V\(-intC(x))”.事实上,此时可以证明:对任意的z∈Z,

P- (z)是开集,从而P- 是转移开值的.
3)与定理1类似,从定理2出发,也可得到相应的推论,且文献[2]定理12和文献[3]定理9为定理2

的特例.
定理3 设X,V 是拓扑空间,(Y;Γ)是抽象凸拓扑空间,Z是非空集合,F:X×Z———췍V,C:X———췍
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V,Q:Y———췍Z,T:Y———췍X 满足:

췍Q(Y)=Z;

췍 对任意的x∈X,若{z∈Z:F(x,z)∩C(x)=Ø}≠Ø,则存在x 的开邻域N(x)和z′∈Z使

得F(x′,z′)∩C(x′)=Ø 对所有的x′∈N(x)成立;

췍 对任意的x∈X,集合{y∈Y:存在z∈Q(y)使得F(x,z)∩C(x)=Ø}是Γ 凸的;

췍 对任意的y∈Y,x∈T(y)和z∈Q(y),有F(x,z)∩C(x)≠Ø;

췍T∈RC(Y,X);

췍 对Y 的任意紧子集A,T(A)是紧的;
췍 存在X 的非空紧子集D 使得对任意的N ∈ <Y>,存在Y 的包含N 的紧Γ 凸子集LN 满足

T(LN)\D⊂ ∪
y∈LN
int{x∈X:存在z∈Q(y)使得F(x,z)∩C(x)=Ø}

则存在x0 ∈X 使得F(x0,z)∩C(x0)≠Ø 对任意的z∈Z成立.
证  定义P:X———췍Z如下:

P(x)={z∈Z:F(x,z)∩C(x)=Ø}   ∀x∈X
假设定理3的结论不成立,则对任意的x∈X,存在z∈Z使得F(x,z)∩C(x)=Ø.即任意的x∈X,

P(x)≠Ø.类似定理1,可以证明定理3的结论成立.
注5 1)如果T 是紧的或X 是紧的,则条件 췍 和 췍 多余.
2)定理3的条件 췍 可换为“F上半连续具有紧值,且C是闭的”.事实上,此时可以证明:任意的z∈

Z,P- (z)是开集,从而P- 是转移开值的.
3)与定理1类似,从定理3出发,也可得到相应的推论,且可以证明文献[2]定理13和文献[3]定理10

为定理3特例.
定理4 设X 是拓扑空间,(Y;Γ)是抽象凸拓扑空间,Z 是非空集合,V 是拓扑向量空间,F:X×

Z———췍V,C:X———췍V,Q:Y———췍Z,T:Y———췍X 满足:

췍Q(Y)=Z;

췍 对任意的x∈X,若{z∈Z:F(x,z)⊂-intC(x)}≠Ø,则存在x的开邻域N(x)和z′∈Z使

得F(x′,z′)⊂-intC(x′)对所有的x′∈N(x)成立;

췍 对任意的x∈X,集合{y∈Y:存在z∈Q(y)使得F(x,z)⊂-intC(x)}是Γ 凸的;

췍 对任意的y∈Y,x∈T(y)和z∈Q(y),有F(x,z)⊄-intC(x);

췍T∈RC(Y,X);

췍 对Y 的任意紧子集A,T(A)是紧的;
췍 存在X 的非空紧子集D 使得对任意的N ∈ <Y>,存在Y 的包含N 的紧Γ 凸子集LN 满足

T(LN)\D⊂ ∪
y∈LN
int{x∈X:存在z∈Q(y)使得F(x,z)⊂-intC(x)}

则存在x0 ∈X 使得F(x0,z)⊄-intC(x0)对任意的z∈Z成立.
证  定义P:X———췍Z如下:

P(x)={z∈Z:F(x,z)⊂-intC(x)}   ∀x∈X
假设定理4的结论不成立,则对任意的x∈X,存在z∈Z使得F(x,z)⊂-intC(x).即任意的x∈X,

P(x)≠Ø.类似定理1,可以证明定理4的结论成立.
注6 1)如果T 是紧的或X 是紧的,则条件 췍 和 췍 多余.
2)定理4的条件췍可换为“F上半连续具有紧值;对任意的x∈X,C(x)具有非空内部,且W:X———췍V

是闭的,其中W(x):=V\(-intC(x))”.事实上,此时可以证明:任意的z∈Z,P-(z)是开集,从而P-

是转移开值的.
3)与定理1类似,从定理4出发,也可得到相应的推论,且文献[2]定理14和文献[3]定理11为定理

4特例.
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