
第36卷第7期         西 南 大 学 学 报 (自然科学版)           2014年7月

Vol.36 No.7 JournalofSouthwestUniversity(NaturalScienceEdition) Jul. 2014

DOI:10.13718/j.cnki.xdzk.2014.07.011

三阶中立型微分方程的振动准则①
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摘要:研究一类三阶中立型微分方程

[a(t)(y″(t))γ]′+f(t,x(t),x(σ(t)),x′(t),x′(σ(t)),x″(t),x″(σ(t)))=0   t≥t0
的振动性,其中

y(t)=x(t)+∑
n

i=1
pi(t)x(τi(t))

给出了该类方程振动的充分条件,丰富了已有结果.
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近些年来,有关中立型时滞微分方程的振动性研究比较多[1-7],但是关于三阶中立型时滞微分方程的

振动性研究却比较少.文献[1]研究方程

(r(t)(x(t)+p(t)x(σ(t)))″)′+q(t)f(x(t),x(g(t)))h(x′(t))=0   t≥t0
的振动性,在5个假设条件下给出该方程的振动准则.文献[2]研究方程

(r(t)(x(t)+p(t)x(τ(t)))″)′+q(t)f(x(σ(t)))g(x′(t))=0   t≥t0
的振动性,在5个假设条件下,运用Riccati变换给出3个不同该方程振动的充分条件.文献[3]研究方程

(r(t)((x(t)+p(t)x[τ(t)])″)α)′+F(t,x(t),x(g(t)),x′(t),x′(g(t)))=0   t≥t0
在6个假设条件和5个引理下,运用Riccati变换给出了3个该方程的振动准则和3个推论.

文献[1-7]研究的方程均为带单时滞变量的中立型微分方程,而对于带多时滞变量的中立型微分方程

的研究结果比较少.本文将研究一类三阶带多时滞变量的中立型时滞微分方程

(a(t)(y″(t))γ)′+f(t,x(t),x(σ(t)),x′(t),x′(σ(t)),x″(t),x″(σ(t)))=0   t≥t0 (1)
的振动性,其中

y(t)=x(t)+∑
n

i=1
pi(t)x(τi(t))

很显然,方程(1)是文献[1-2]中方程的推广.本文运用Riccati变换和分析知识化简了多元函数,克服了

多时滞变量给问题带来的复杂性,给出了方程(1)振动的充分条件,丰富了已有结果.
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假设条件:γ是两正奇数比;I=[t0,∞),a∈C1(I,R+),∫
+∞

t0

1

a
1
γ(t)
dt=∞,pi∈C1(I,R),τi∈

C1(I,R+),t≥τi(t),lim
t→∞

τi(t)= ∞,i∈ N+;f ∈ CI×R6,R( )+ ,f(t,u,v,w,x,y,z)≥

f0(t)f1(u)f2(v,w,x,y,z),f0 ∈ (I,R+),f1
(u)

uγ ≥K1,f2(v,w,x,y,z)≥K2.

基本假设:

(A1)pi(t)≥0,i∈N+,∑
n

i=1
pi(t)<1;

(A2)存在常数p0 和数列{ak}∞k=1,使得 -1<p0 ≤pi(t)≤0,τ1(ak+1)=ak,i∈N+,lim
k→∞

ak=

∞,np0 >-1.
方程(1)的解x是振动的,如果x既不是最终为正,也不是最终为负,否则称为非振动的.方程(1)是

振动的,如果它的所有解是振动的.
为了证明主要结果,需要以下引理.
引理1 假设x(t)是方程(1)的最终正解,则y(t)只具有两种性质之一,即对某个t1,当t≥t1时,有

췍y(t)>0,y′(t)<0,y″(t)>0;

췍y(t)>0,y′(t)>0,y″(t)>0.
引理2 假设x(t)是方程(1)的最终正解,且y(t)具有性质 췍,如果

∫
∞

t0∫
∞

v

1

a
1
γ(u)

(∫
∞

u
f1(s)ds)

1
γdudv=∞ (2)

则lim
t→∞

x(t)=0.

引理1,2的证明与文献[4]中引理1,2的证明过程类似,故省略.
引理3 设u(t)>0,u′(t)>0,u″(t)>0,u‴(t)≤0,t≥t1,则存在β∈ (0,1)和Tβ ≥t0,使得

u(t)
u′(t)≥

t-t1
2 .

引理3的证明类似参考文献[5]中引理4的证明,故省略.
引理4 假设A>0,B>0,α>0.则对任意的x∈R,都有

Bx-Ax
α+1
α ≤ αα

(α+1)α+1
Bα+1

Aα (3)

  定理1 (A1),(2)式成立,若对于任意的T≥t0,且存在ρ,φ∈C1([t0,∞),R+),有

∫
∞

T
{ρ(t)K1K2f0(t)(1-∑

n

i=1
pi(t))γ

(t-t1)γ
2γ -ρ(t)φ′(t)+ φ(t)

a
1
γ(t)

φ1+
1
γ(t)-

ρ(t)a(t)
(1+γ)1+γ

ρ′(t)
ρ(t)

+(1+γ)φ
(t)

a(t
æ

è
ç

ö

ø
÷

)

1

é

ë
êê

ù

û
úú

γ 1+γ
}dt=∞ (4)

则方程(1)振动或者lim
t→∞

x(t)=0.

证  设x是方程(1)的一个非振动解,不失一般性,假设x最终为正解.由引理1知y(t)只具备两种

性质 췍,췍 之一.
若y(t)具备性质 췍,且(2)式成立,由引理2得lim

t→∞
x(t)=0.

若y(t)具备性质 췍,定义函数ω:

ω(t)=ρ(t)
a(t)(y″(t))γ
(y′(t))γ +φ(t{ }) (5)

对ω 求导,由(1),(4)和(5)式得到
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ω′(t)=ρ′(t)
a(t)(y″(t))γ
(y′(t))γ +φ(t{ })+ρ(t)φ′(t)+ρ(t)

(a(t)(y″(t))γ)′
(y′(t))γ -γa(t)

(y″(t))γ+1
(y′(t))η+

æ

è
ç

ö

ø
÷

1 =

ρ′(t)
ρ(t)

ω(t)+φ(t)
-f(t,x(t),x′(t),x″(t))

(y′(t))γ +φ′(t)-γa(t)ω
(t)-ρ(t)φ(t)
ρ(t)a(t

æ

è
ç

ö

ø
÷

)

1
γ+

é

ë
êê

ù

û
úú

1

≤

ρ′(t)
ρ(t)

ω(t)+ρ(t)
-f0(t)K1K2(x(t))γ

(y′(t))γ +φ′(t
é

ë
êê

ù

û
úú)-γ

(ω(t)-ρ(t)φ(t))
1
γ+1

(ρ(t)a(t))
1
γ

(6)

运用不等式(参看文献[7]中(2.17))

(u-v)1+
1
γ ≥u1+

1
γ +1γv

1+1γ - 1+1æ

è
ç

ö

ø
÷

γ uv
1
γ

得到

(ω(t)-ρ(t)φ(t))
γ+1
γ ≥ω

1+1γ(t)+1γ
(ρ(t)φ(t))1+

1
γ - 1+1æ

è
ç

ö

ø
÷

γ ω(t)(ρ(t)φ(t))
1
γ (7)

由(6)和(7)式得到

ρ(t)K1K2f0(t)x
γ(t)

yγ(t)
yγ(t)
(y′(t))γ -ρ(t)φ′(t)+ ρ(t)

a
1
γ(t)

φ1+
1
γ(t)≤

ρ′(t)
ρ(t)

+(1+γ)φ
(t)

a(t
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ç
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ø
÷

)

1

é
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ù

û
úú

γ

ω(t)- γ
(ρ(t)a(t))

1
γ
ω
1+1γ(t)-ω′(t) (8)

由∑
n

i=1
pi(t)<1可知,

y(t)=x(t)+∑
n

i=1
pi(t)x(τi(t))≥x(t)

则

y(t)≥y(τi(t))≥x(τi(t))   i∈N+

所以有

y(t)=x(t)+∑
n

i=1
pi(t)x(τi(t))≤x(t)+∑

n

i=1
pi(t)y(t)

即

y(t)(1-∑
n

i=1
pi(t))≤x(t) (9)

由引理3,取u(t)=y(t),有

y(t)
y′(t)≥

t-t1
2

(10)

由(8),(9)和(10)式得,

ρ(t)K1K2f0(t)(1-∑
n

i=1
pi(t))γ

(t-t1)γ
2γ -ρ(t)φ′(t)+ ρ(t)

a
1
γ(t)

φ1+
1
γ(t)-

ρ(t)a(t)
(1+γ)1+γ

ρ′(t)
ρ(t)

+(1+γ)φ
(t)

a(t
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γ 1+γ

≤-ω′(t) (11)

在(11)式中用s替换t,在不等号两边对s从T 到t积分得到

∫
t

T
ρ(s)K1K2f0(s)(1-∑

n

i=1
pi(s))γ

(s-t1)γ
2γ -ρ(s)φ′(s)+ ρ(s)

a
1
γ(s)

φ1+
1
γ(s){ -

ρ(s)a(s)
(1+γ)1+γ

ρ′(s)
ρ(s)

+(1+γ)φ
(s)

a(s
æ

è
ç

ö

ø
÷

)

1
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ù

û
úú

γ 1+

}
γ

ds≤ω(T)-ω(t)≤ω(T) (12)
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易知与(4)式矛盾.证毕.
取ρ(t)=1,φ(t)=0,得到如下推论1.
推论1 (A1),(2)式成立,若对于任意的T≥t0,有

∫
∞

T
f0(t)(1-∑

n

i=1
pi(t))γ(t-t1)γdt=∞ (13)

则方程(1)振动或者lim
t→∞

x(t)=0.

定理2 (A2),(2)式成立,若对于任意的T≥t0,且存在ρ,φ∈C1([t0,∞),R+),有

∫
∞

T
ρ(t)K1K2f0(t)

(t-t1)γ
2γ -ρ(t)φ′(t)+ ρ(t)

a
1
γ(t)

φ1+
1
γ(t){ -

ρ(t)a(t)
(1+γ)1+γ

ρ′(t)
ρ(t)

+(1+γ)φ
(t)
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)

1

é

ë
êê

ù

û
úú

γ 1+

}
γ

dt=∞ (14)

则方程(1)振动或者lim
t→∞

x(t)=0.

证  设x是方程(1)的一个非振动解,不失一般性,假设x最终为正解.由引理1得到y(t)只具备两

种性质 췍,췍 之一.
若y(t)具备性质 췍,且(2)式成立,由引理2得lim

t→∞
x(t)=0.

若y(t)具备性质췍,定义函数(5),由定理1的证明可得(8)式成立,由pi(t)≤0,i∈N+,得到y(t)≤
x(t),又由(10)式成立得

ρ(t)K1K2f0(t)
(t-t1)γ
2γ -ρ(t)φ′(t)+ ρ(t)

a
1
γ(t)

φ1+
1
γ(t)-

ρ(t)a(t)
(1+γ)1+γ

ρ′(t)
ρ(t)

+(1+γ)φ
(t)
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ø
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γ 1+γ

≤-ω′(t) (15)

与定理1的证明类似可得

∫
t

T
ρ(s)K1K2f0(s)

(s-t1)γ
2γ -ρ(s)φ′(s)+ ρ(s)

a
1
γ(s)

φ1+
1
γ(s){ -

ρ(s)a(s)
(1+γ)1+γ

ρ′(s)
ρ(s)

+(1+γ)φ
(s)

a(s
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ç
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é
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ù
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γ 1+

}
γ

ds≤ω(T) (16)

易知与(14)式矛盾.证毕.
取ρ(t)=1,φ(t)=0得到如下推论2.
推论2 (A2),(2)式成立,若对于任意的T≥t0,有

∫
∞

T
f0(t)(t-t1)γdt=∞ (17)

则方程(1)振动或者lim
t→∞

x(t)=0.
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Abstract:Theoscillationofathird-orderneutraldelaydifferentialequation
[a(t)(y″(t))γ]′+f(t,x(t),x(σ(t)),x′(t),x′(σ(t)),x″(t),x″(σ(t)))=0   t≥t0

where

y(t)=x(t)+∑
n

i=1
pi(t)x(τi(t))

isstudiedandsomesufficientconditionsforoscillationfortheequationareobtained.
Keywords:Riccatitransformation;neutraldifferentialequation;oscillation
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