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二维椭圆问题的经济外推瀑布多重网格法①

李 明, 赵金娥

红河学院 数学学院,云南 蒙自661199

摘要:针对二维椭圆问题,首先提出九点紧致中心差分(NCCD)格式,并讨论该格式的截断误差.接着,提出了

基于NCCD格式下的经济外推瀑布多重网格(EEXCMG)法,其中使用新外推公式和三次多项式插值算子给相邻

细网格层提供初始值,并在各网格层上采用经济的磨光策略.数值实验验证了 NCCD格式的四阶精度和EEXC-
MG法的有效性.
关 键 词:紧致中心差分格式;新外推公式;经济的磨光策略;经济外推瀑布多重网格法

中图分类号:O241.8    文献标志码:A    文章编号:1673 9868(2014)7 0068 05

多重网格(MG)法能有效求解有限差分法(或有限元法)离散偏微分方程(PDE)形成的离散化方程组.
其中瀑布型多重网格(CMG)法算法结构简单、计算效率高,成为 MG法研究领域的热点之一.CMG法起

源于上世纪90年初[1].文献[2]的数值实验表明CMG法非常有效.文献[3-5]对CMG法进行了理论分

析.文献[6]给出了经济的磨光策略,以降低粗网格层上的磨光步数,设计了经济瀑布型多重网格(ECMG)
法.文献[7-9]改进传统外推公式,提出了新外推公式和新外推瀑布型多重网格(EXCMG)法,并进行了理

论分析.
本文考虑如下二维椭圆问题

-Δu+αu=f 在Ω 内

u=0 在∂Ω{ 上
(1)

其中:α≥0为已知系数,f为已知连续可微函数,Ω为二维凸多边形区域,u为足够光滑的待求函数.为了

进一步丰富问题(1)的离散格式及其数值解法,我们结合文献[10]的思想,提出了一种九点紧致中心差分

(NCCD)格式,并证明其截断误差为O(h4).接着,将文献[6]中的经济的磨光策略与文献[7-9]中提出的

新外推公式相结合,提出了经济外推多重网格(EEXCMG)法.其中,新外推公式和三次多项式插值算子用

于将粗层上的解插值到相邻细网格层上,并在各网格层上使用经济的磨光策略.数值结果表明,本文设计

的NCCD格式具有四阶的精度.本文给出的EEXCMG法的计算效率优于ECMG法和EXCMG法.

1 NCCD格式及截断误差

为方便描述,选取Ω为矩形区域[0,Lx]×[0,Ly].将[0,Lx]均分成nx 等份,即有Δx=Lx

nx
,类似地,

将[0,Ly]分成ny 等份,Δy=Ly

ny
.网格点(xi,yj)对应于xi=iΔx,yj=jΔy,0≤i≤nx,0≤j≤ny.
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约定ui,j 和u(xi,yj)分别表示u在网格点(xi,yj)处的近似解和准确解,用fi,j 表示f(xi,yj).
模型问题(1)在网格点(xi,yj)处的经典的五点中心差分格式为

- 1
Δx2(ui-1,j-2ui,j+ui+1,j)- 1

Δy2(ui,j-1-2ui,j+ui,j+1)+αui,j=fi,j (2)

该格式的精度只有二阶.为了提高差分格式的精度,借鉴文献[10]的思想,我们提出如下九点紧致中心差

分(NCCD)格式
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÷α (ui-1,j+ui+1,j)+[10(1+r2)+4Δx2α]ui,j=

Δx2

2
(8fi,j+fi-1,j+fi+1,j+fi,j-1+fi,j+1) (3)

其中r=Δx
Δy

.

为了便于讨论截断误差,记R(xi,yj)为NCCD格式在网格点(xi,yj)处的截断误差,并取h=Δxl=
Δyl,即有r=1.易知

R(xi,yj)=[u(xi-1,yj-1)+u(xi-1,yj+1)+u(xi+1,yj-1)+u(xi+1,yj+1)]+

(4-h2
2α
)[u(xi,yj-1)+u(xi,yj+1)+u(xi-1,yj)+u(xi+1,yj)]-

(20+4h2α)u(xi,yj)+h2
2
[8f(xi,yj)+f(xi-1,yj)+

f(xi+1,yj)+f(xi,yj-1)+f(xi,yj+1)] (4)
由泰勒展开式可得

u(xi-1,yj-1)+u(xi-1,yj+1)+u(xi+1,yj-1)+u(xi+1,yj+1)=
4u(xi,yj)+2h2Δu(xi,yj)+O(h4) (5)

u(xi,yj-1)+u(xi,yj+1)+u(xi-1,yj)+u(xi+1,yj)=
4u(xi,yj)+h2Δu(xi,yj)+O(h4) (6)

f(xi-1,yj)+f(xi+1,yj)+f(xi,yj-1)+f(xi,yj+1)=4f(xi,yj)+O(h2) (7)
将(5),(6),(7)式代入(4)式中,可得

R(xi,yj)=-αh4

2Δu(xi,yj)+O(h4)+O(h6)

其中Δu(xi,yj)可视为常数,因此R(xi,yj)=O(h4),即NCCD格式具有四阶精度.

选取一系列步长hl=h0
2l

且hl=Δxl=Δyl,由式(3)离散问题(1)可得一系列对应的网格层Zl 和方程组

Alul=Fl   l=0,1,…,M (8)
其中:Al 为hl 对应的系数对称矩阵,ul 为待求解向量.

2 经济外推瀑布型多重网格法

在通常的CMG法中,粗网格层上的磨光步数将变得非常大.为了降低这些层上的磨光步数,2007年,
文献[6]提出了一种在确保CMG法收敛的前提下有效降低各层磨光步数的经济的磨光策略和经济瀑布多

重网格(ECMG)法.其中ECMG法与CMG法之间的区别在于各层磨光步数选取方法上存在不同.
为了给细网格层提供较好的初始值,文献[7-9]改进理查森外推公式,提出了新外推公式,给出了新

外推瀑布型多重网格(EXCMG)法.EXCMG法不同于CMG法之处是前者使用了高效的插值算子.
在综合借鉴 ECMG 法和 EXCMG 法两者的优点的基础上,我们提出经济外推瀑布型多重网格

(EEXCMG)法.其基本思想是,使用新外推公式和三次多项式插值算子,为细网格层提供好的初始值,并

在各网格层上使用经济的磨光策略.算法过程如下
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算法1 EEXCMG法

步骤1 精确求解粗网格层Z0 和Z1 上的解u*
0 和u*

1 ,令l=2.
步骤2 使用新外推公式和三次多项式插值算子可得Zl 上的初始值u0

l.
步骤3 磨光ml 次,u*

l =Gmll (u0l).
步骤4 如果l<M,令l=l+1,转步骤2,否则输出u*

M .
其中:ml 的选取见文献[6];新外推公式见文献[7-9];u*

l =Gmll (u0l)表示在第l层网格上使用某种磨光算

子Gl 对初始值u0
l 磨光ml 次,并将得到的近似解记为u*

l .
EEXCMG法与ECMG法均使用经济的磨光策略,但所用的插值算子不同.EEXCMG法与EXCMG法

均使用了新外推公式,但在磨光策略和插值算子方面有所不同.

3 数值实验

为了验证本文提出的NCCD格式及EEXCMG法的有效性,考虑如下算例

例  真解u=(exp(sin(πx))-1)log(y+1)(y-1),Ω:[0,1]×[0,1],α=1,右端函数为

f=log(y+1)(exp(sin(πx))-1)(y-1)-π2log(y+1)exp(sin(πx))cos2(πx)(y-1)+

π2log(y+1)exp(sin(πx))sin(πx)(y-1)+
(exp(sin(πx))-1)(y-1)

(y+1)2 -2exp
(sin(πx))-2
y+1

使用ECMG法、EXCMG法、EEXCMG法求解NCCD格式对应的离散化方程组(式(8)).EXCMG法第l层

上的迭代步数取4×4M-l,ECMG法和EEXCMG法第l层上的迭代步数ml 选取方法为[6]:

1)若l>L0,则ml=[mMβM-l];

2)若l≤L0,则ml=[m
1
2
*(M-(2-ε0)l)kl]或ml=[m

1
2
*(M-(2-ε0)l)h-2

l ].
其中:β=4,ε0=0.5,m* =1,L0 是满足下列不等式的最大正整数

L0 ≤ minMlogβ+logmM +2logh0
logβ+2log2

,M{ }2
约定“FCD”表示五点中心差分格式(即式(2)).“‖uh-u‖∞”表示步长取h时对应的差分格式的解与问题

真解的无穷范数误差.差分格式离散(包括直接求解)过程的计算时间和3种算法的计算时间都用“cpu”表

示.记收敛阶为order=log2 ‖uh -u‖∞

‖uh
2 -u‖

æ

è
ç

ö

ø
÷

∞
.ECMG法从粗网格层Z1 开始,即精确求解Z1 上的解.

EXCMG法、EEXCMG法从最粗层Z0 开始,即精确求解Z0 和Z1 上的解.“‖u*
M -u‖∞”表示3种算法求

得的数值解与问题真解的无穷范数误差.
由表1可以看出本文提出的NCCD格式的计算精度远高于五点中心格式(FCD).比如表1中,nx=ny=

64时,FCD格式的计算精度为8.22×10-5,耗时0.05s,NCCD格式的误差为3.44×10-8,耗时0.09s.可

见NCCD格式耗时比FCD格式稍多,但NCCD格式计算精度要高出3个量级.即使nx =ny=512时,FCD
格式耗时101s,其计算精度也只有1.28×10-6.

表1 离散格式的计算精度和计算时间比较

Scheme nx
ny =64

‖uh -u‖∞ cpu/s
ny =128

‖uh -u‖∞ cpu/s
ny =256

‖uh -u‖∞ cpu/s
ny =512

‖uh -u‖∞ cpu/s
FCD 64 8.22E-05 0.05
NCCD 3.44E-08 0.09

FCD 128 1.56E-05 0.12 2.05E-05 0.43
NCCD 9.48E-10 0.16 2.15E-09 0.50

FCD 256 4.3E-06 0.37 3.91E-06 1.37 5.14E-06 4.70
NCCD 6.21E-10 0.42 5.93E-11 1.50 1.34E-10 5.13

FCD 512 6.48E-06 1.25 1.08E-06 4.98 9.78E-07 22.2 1.28E-06 101
NCCD 8.75E-10 1.37 3.89E-11 5.26 3.71E-12 24.1 8.39E-12 109
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  由表2可以看出,NCCD格式的收敛阶为4,即NCCD格式具有四阶精度,验证了前面的理论结果.
  由表3可以看出,与ECMG法相比,EEXCMG法虽然计算时间稍多一些,但在计算精度方面要高3个

量级.与EXCMG法相比,EEXCMG法的计算精度稍优于EXCMG法,计算时间则明显优于EXCMG法.
表2 离散格式的收敛阶比较

nx ×ny
FCD

‖uh -u‖∞ order
NCCD

‖uh -u‖∞ order

32×32 3.29E-04 - 5.51E-07 -

64×64 8.22E-05 2.00 3.44E-08 4.00

128×128 2.05E-05 2.00 2.15E-09 4.00

256×256 5.14E-06 2.00 1.34E-10 4.00

512×512 1.28E-06 2.00 8.39E-12 4.00

表3 数值算法的计算精度和计算时间比较

M ZM
ECMG

‖u*
M -u‖∞ cpu/s

EXCMG
‖u*

M -u‖∞ cpu/s
EEXCMG

‖u*
M -u‖∞ cpu/s

3 128×128 4.55E-04 0.06 2.69E-06 0.22 9.14E-07 0.09

256×256 1.48E-04 0.25 3.45E-07 0.77 2.22E-07 0.16

512×512 3.94E-05 0.48 2.49E-08 3.12 1.74E-08 0.76

4 128×128 4.55E-04 0.06 2.02E-06 0.27 1.15E-06 0.08

256×256 1.47E-04 0.28 2.12E-07 0.83 1.36E-07 0.28

512×512 7.25E-05 0.76 9.01E-08 3.57 3.49E-08 0.86

5 128×128 4.55E-04 0.11 9.11E-06 0.29 7.01E-06 0.11

256×256 1.47E-04 0.28 1.09E-06 0.90 7.17E-07 0.31

512×512 7.25E-05 0.92 1.29E-07 3.76 7.40E-08 1.11

  综上可知,NCCD格式具有四阶精度,EEXCMG法计算时间短,计算精度高.进一步丰富了二维椭圆

问题的离散格式和数值算法.
致谢:感谢评审专家提出的宝贵意见和建议.
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EconomicalExtrapolationCascadicMultigridMethod
fortheTwo-DimensionalEllipticProblem

LI Ming, ZHAOJin-e
DepartmentofMathematics,HongheUniversity,MengziYunnan661199,China

Abstract:Firstly,anine-pointcompactcenterdifferent(NCCD)formulaofthetwo-dimensionalelliptic

problemisconstructed,andthetruncationerroroftheformulaisdiscussed.Secondly,basedonthenew

differentformula,aneconomicalextrapolationcascadicmultigrid(EEXCMG)methodisproposed,in

whichthenewextrapolationformulaandcubicinterpolationoperatorareusedtoprovideabetterinitial

valueonthefinergridsandaneconomicalsmoothingstrategyisappliedonthosegrids.Theresultsofa

numericalexperimentdemonstratethattheNCCDformulacanobtainfourth-orderaccuracyandtheEEXC-
MGmethodiseffective.

Keywords:compactcenterdifferenceformula;newextrapolationformula;economicalsmoothingstrate-
gy;economicalextrapolationcascadicmultigridmethod

责任编辑 张 栒    

5第7期         李 明,等:二维椭圆问题的经济外推瀑布多重网格法



6 西南大学学报(自然科学版)     http://xbbjb.swu.cn     第36卷


