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一类3种群系统的动力学行为及优化问题研究①
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摘要:通过对食饵—捕食系统引入食饵互惠种群建立了一个3种群系统,研究了其动力学行为及优化收获策略.

首先分析了系统平衡态的存在性和稳定性条件,结果显示过度收获会导致种群灭绝.其次讨论了系统的优化控制

问题,在可持续发展的前提下,以长期的生态经济利益最大化为目标,利用Pontryagin极值原理,获得了最优收获

策略,并且得到了无限折扣率使得经济利润完全消失的结论.
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种群动力学自发展以来,已经吸引了来自生物、生态和经济等各科学群体与商业群体的广泛关注[1-2].
多物种渔业资源的收获是研究渔业模型的一个重要方面:文献[1]对与此领域相关的问题和研究方法

已经做了详细分析;文献[3-5]对于具收获的多种群系统的动力学行为做了深入研究并得到了丰富的结

果.从商业角度出发,其目的是收获种群以获取经济利益,而一旦有收获发生,种群很可能在有限时间内

灭绝.为了缓解食饵密度偏低的状况,本文引进了食饵种群的互惠种群.并采用 HollingII型功能反应函

数,建立了如下3种群系统
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其中:x(t),y(t),z(t)分别表示食饵、互惠种群、捕食者种群在t时刻的密度;食饵和其互惠种群均按照

logistic增长率发展;r,s,K,L,a,c均为正常数;种群x与种群z是捕食 — 被捕食关系;bxz
A+x

表示捕食者

的功能性反应;正常数A表示HollingII功能反应的半饱和常数;b,d分别表示捕获率及转化率,满足0<
d<b;正常数m 为捕食者的死亡率;正常数E表示对食饵与捕食者进行收获的努力量;正常数q1,q2 分别

表示对两种群的捕获系数.
显然,R3+={(x,y,z)∈R3:x≥0,y≥0,z≥0}是系统(1)的正不变集,由模型的实际意义,本文

仅在R3+ 中研究问题.
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1 稳定性分析

本部分主要对系统(1)进行定性分析,首先有下面结论.
定理1 系统(1)具有正初值(x0,y0,z0)的解在Ω内是一致有界的,且集合Ω⊆R3+ 是系统(1)的正

不变 集,其 中 Ω = (x,y,z)∈R3+:0≤x+y+b
dz≤ H

m+q2{ }E
,H = K(r-q1E+m+q2E)2

4r +

L(s+m+q2E)2
4s +(a+c)KL.

证  首先由于R3+ 是系统(1)的正不变集,设(x(t),y(t),z(t))为系统(1)具有初值(x0,y0,z0)∈
R3+ 的解,则对所有t≥0,有(x(t),y(t),z(t))∈R3+.

定义Lyapunov函数M(t)=x+y+b
dz,则有

dM
dt =dxdt+dydt+b

d
dz
dt

所以

dM
dt +(m+q2E)M ≤K(r-q1E+m+q2E)2

4r +L(s+m+q2E)2
4s +(a+c)KL=H

解上面微分不等式,得
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m+q2
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因为对任意的(x0,y0,z0)∈Ω,有

M(0)=x0+y0+b
dz0 ≤ H

m+q2E

所以当t→ ∞ 时,有0≤M(t)≤ H
m+q2E

,即证得Ω为系统(1)的正不变集.进一步可知存在常数M1>

0,使得对所有的t≥0,有x(t),y(t),z(t)≤M1 成立,即系统(1)的任意解是有界的.
关于系统(1)的平衡态,有如下结果:
定理2 系统(1)可能存在下面平衡态:

췍 灭绝平衡态F1(0,0,0)及捕食者 — 食饵灭绝平衡态F2(0,L,0)总存在.

췍 当E<r
q1

时,捕食者 — 食饵互惠种群灭绝平衡态F3(x3,0,0)存在,其中x3=K 1-q1Eæ

è
ç

ö

ø
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r .

췍 当E< minr+aL
q1

,r(s+cK)
q1{ }cK

且acKL <sr时,捕食者灭绝平衡态F4(x4,y4,0)存在,其中

x4= -sK(r-q1E+aL)
acKL-sr

,y4= -L[cK(r-q1E)+sr]
acKL-sr .

췍 当E< minr
q1
,d-m

q{ }2
且K(r-q1E)(d-m-q2E)>rA(m+q2E)时,食饵互惠种群灭绝平衡

态F5(x5,0,z5)存在,其中x5=A(m+q2E)
d-m-q2E

,z5=dA
[K(r-q1E)(d-m-q2E)-rA(m+q2E)]

bK(d-m-q2E)2
.

췍 当E< minr+aL
q1

,d-m
q{ }2

且Ks(r-q1E+aL)(d-m-q2E)+A(acKL-sr)(m+q2E)>0,

时,内部平衡态F6(x6,y6,z6)存在,其中x6=A(m+q2E)
d-m-q2E

,y6=L[s(d-m-q2E)+cA(m+q2E)]
s(d-m-q2E)

,

z6= dA
[Ks(r+aL-q1E)(d-m-q2E)+A(acKL-sr)(m+q2E)]

sbK(d-m-q2E)2
.

平衡态的局部稳定性由下面Jacobian矩阵的特征根的性质决定:
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  定理3 平衡态F1(0,0,0)不稳定;如果F3(x3,0,0)和F5(x5,0,z5)存在,则它们也是不稳定的.
证  设对应于F1,F3 和F5 的Jacobian矩阵分别为JF1

,JF3
,JF5.

由矩阵J及各平衡态的存在条件易知上面3个矩阵均存在具有正实部的特征根,因此F1,F3和F5均不

稳定.

定理4 如果E>r+aL
q1

,则F2(0,L,0)全局渐近稳定.

证  设对应于F2 的Jacobian矩阵为JF2
,由定理条件可得JF2

的3个特征根均具有负实部,故F2 局

部渐近稳定.构造Lyapunov函数V(t)=x+ y-L-Llnyæ

è
ç

ö

ø
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L +b
dz,经详细推导可得dV

dt<0
,即F2 全局

渐近稳定.
注  定理4说明当收获努力量E 超过某个值时,被收获的两种群都会灭绝,且无法恢复.

定理5 如果 -dsK(r+aL-q1E)
A(acKL-sr)-sK(r+aL-q1E)-

(m+q2E)<0,则捕食者灭绝平衡态F4(x4,y4,

0)局部渐近稳定.进一步,如果s
L >K[(a+c)A+cx4]2

4rA(A+x4)
,则F4 全局渐近稳定.

证  设对应于F4 的Jacobian矩阵为JF4
,由定理条件可得JF4

的3个特征根均具有负实部,故F4 局

部渐近稳定.其全局稳定性可由构造Lyapunov函数

V(t)=kx-x4-x4lnx
x
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(其中k= A
A+x4

)证得.

由于对应于内部平衡态F6(x6,y6,z6)的Jacobian矩阵为

JF6 =

B ax6
-bx6
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cy6 D 0
Adz6

(A+x6)2

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷0 0

其中

B=r-q1E-2rx6

K +ay6- Abz6
(A+x6)2

   D=s1-2y6æ
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L +cx6

特征多项式为:

λ3+a1λ2+b1λ+c1=0
其中

a1=-B-D   b1=BD-acx6y6+ Abdx6z6
(A+x6)3

   c1= -Abdx6z6
(A+x6)3

D

由Routh-Hurwitz判据可证明下面定理.
定理6 如果a1>0,b1>0,c1>0且a1b1-c1>0,则F6(x6,y6,z6)局部渐近稳定.进一步,如

果r
K > bz6

A(A+x6)
且s
L > K[(a+c)A+cx6]2

4[rA(A+x6)-bKz6]
,则F6 全局渐近稳定.

证  由构造Lyapunov函数
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V(t)=kx-x6-x6lnx
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可证得.

2 优化收获策略

本节讨论系统(1)的优化收获问题,考虑下面带有折扣率的连续时间利润的现值函数:

J=∫
∞

0
(p1q1x+p2q2z-C)E(t)e-δtdt (2)

其中:δ为贴现率,控制变量E(t)满足约束条件0≤E(t)≤Emax,Emax 是所有可行收获努力量的上限,即

控制集为V(t)=[0,Emax].
下面将应用文献[6]中给出的Pontryagin极大值原理获得最优收获策略.当按照此优化策略收获时可

以获得最大的利润.
由文献[6],定义哈密顿函数为:

H=(p1q1x+p2q2z-C)Ee-δt+λ1 rx1-xæ
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其中:λi=λi(t),i=1,2,3为伴随变量.令Ψ(t)=(p1q1x+p2q2z-C)e-δt-λ1q1x-λ3q2z为转换函数.
使得 H 取最大值的最优控制E(t)应满足下面条件:

E=
Emax Ψ(t)=(p1q1x+p2q2z-C)e-δt-λ1q1x-λ3q2z>0

0 Ψ(t)=(p1q1x+p2q2z-C)e-δt-λ1q1x-λ3q2z<{ 0
(4)

其中:函数λieδt(i=1,2)表示“影子价格”,p1q1x+p2q2z-C为“单位经济净收益”.(4)式说明E=Emax

或0取决于λ1eδtq1x+λ3eδtq2z与单位经济净收益的关系.

当Ψ(t)=0时,即当λ1eδtq1x+λ3eδtq2z等于渔民的单位净收益时,哈密顿函数 H 变得与控制变量

E(t)无关,即췍H
췍E =0,满足此条件的控制为奇异控制.奇异控制应满足Ψ(t)=0,即为:

λ1eδtq1x+λ3eδtq2z=p1q1x+p2q2z-C (5)
所以最优收获策略应满足:

E(t)=

Emax Ψ(t)>0
0 Ψ(t)<0
E* Ψ(t)=

ì
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下面主要寻求该优化问题的最优平衡解,此时x,y,z,E 均为常数,且满足系统(1)及(5)式.
由Pontryagin极大值原理,得到伴随方程为:

dλ1
dt=-췍H

췍x =-p1q1Ee-δt-λ1 r1-2xæ
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dλ3
dt=-췍H

췍z =-p2q2Ee-δt+λ1 bx
A+x-λ3 dx

A+x-m-q2æ

è
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下面将结合横截条件lim
t→+∞

λi(t)=0,i=1,2,3,求解伴随方程.

结合(5),(9)式可写为:

dλ3
dt-λ3B1=-B2e-δt (10)
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其中

B1= -bq2z
q1(A+x)-

dx
A+x+(m+q2E)   B2=p2q2E-b(p1q1x+p2q2z-C)

q1(A+x)
求解(10)式得到

λ3(t)= B2

B1+δe
-δt (11)

类似地,结合(5),(11),(8)式有

dλ2
dt-λ2D1=-D2e-δt (12)
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求解(12)式得到

λ2(t)= D2

D1+δe
-δt (13)

结合(11),(13),(7)式有

dλ1
dt-λ1M1=-M2e-δt (14)

其中
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求解(14)式得到

λ1(t)= M2

M1+δe
-δt (15)

将(11)和(15)式代入(5)式可知奇异控制应满足

M2

M1+δq1x+ B2

B1+δq2z=p1q1x+p2q2z-C (16)

由系统(1)得,
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所以B1,B2,D1,D2,M1,M2 均可表达为x 的函数,如此(16)式可写为F(x)=0.
如果F(0)F(K)<0,则F(x)=0在区间(0,K)内存在正实根x=xδ.对于x=xδ 可得到

yδ= 1+cxδæ
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如果xδ> Am
d-m

,则有Eδ>0.由此得到的控制E=Eδ 即为最优常量控制,对应的(xδ,yδ,zδ)是系统(1)

对应于该控制的平衡解.由(11),(13)和(15)式得知λieδt(i=1,2,3)在最优平衡态处与时间无关,所以

λieδt(i=1,2,3)在 ∞ 处满足横截条件[7],即当t→ ∞ 时,λieδt(i=1,2,3)是有界的,并且当δ→ ∞ 时,

有

p1q1xδ+p2q2zδ-C= M2

M1+δq1xδ+ B2

B1+δq2zδ →0

故经济净利润π(xδ,yδ,zδ,Eδ)=0,说明无限折扣率使得经济净利润趋于零,此时应该禁止捕捞.

3 结束语

本文对一个食饵—互惠—捕食者的3种群模型的动力学行为及其优化问题进行了讨论.首先,研究了
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系统解的有界性,然后讨论了平衡态的存在性,并且从局部和全局角度给出了平衡态的稳定性条件.进一

步,利用Pontryagin极大值原理研究种群的最优收获策略,结果显示:在平衡解处,如果折扣率增大,则

经济净收益会减少,甚至当折扣率趋于无穷的时候,经济净收益会趋于零,由此可知如何收获为最优与当

前的折扣率密切相关.
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DynamicsandOptimizationofaThree-PopulationSystem

LIYa-zhi1,2, DOUJia-wei1
1.CollegeofMathematicsandInformationScience,ShaanxiNormalUniversity,Xi’an710062,China;

2.DepartmentofMathematics,QiannanNormalCollegeforNationalities,DuyunGuizhou558000,China

Abstract:Acooperativepopulationofthepreyisintroducedintoaprey-predatorsystem.Thedynamicsof
thethree-populationsystemandtheoptimalharvestingstrategyforitareinvestigated.First,theexistence
andstabilityoftheequilibriumsolutionsofthesystemareanalyzed,andtheresultsindicatethatoverhar-
vestingmayleadtoresourceextinction.Then,theproblemoftheoptimalcontrolofthesystemisdis-
cussed.Onthepremiseofsustainabledevelopmentandwithmaximizingthelong-termecologicalandeco-
nomicbenefitsastheobject,theoptimalharvestingstrategyforitareobtainedbyusingPontryagin’smax-
imumprinciple.Finally,itisconcludedthataninfinitediscountratewillleadtocompletedissipationofe-
conomicrent.
Keywords:prey-predatorsystem;harvesting;equilibrium;stability;optimalharvestingstrategy
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