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基于参数设计字典的稀疏表示方法①
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摘要:稀疏化是压缩感知理论的关键,对信号恰当的稀疏表示能提高恢复的精度.本文提出一种基于参数字典的

稀疏表示方法,把参数字典设计作为一个优化问题来分析,通过交替迭代的方式求得参数方程的可行解,进而生成

参数字典.本文的参数字典设计方法较其他方法而言能获得较优的近似解,且该方法产生的优化字典更符合紧框

架特性.
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压缩感知是通过压缩采样技术实现大量信息(信号)表示为小数据集.在这一过程中,信号的稀疏性或

可压缩性是进行压缩感知的重要前提和理论基础,因此压缩感知理论一个重要的研究方向就是信号的稀疏

表示.通常情况下实现信号的稀疏表示的方式是在标准基坐标或者正交基下进行投影,然而,实际上许多

信号在正交基下的投影并不是稀疏的[1].在这样的情况,为了实现信号的稀疏表示就不能简单地采用正交

投影,转而利用过完备字典.也就是说,对于信号f∈Rn 可以表示为f=Dx,其中D∈Rd×N 是一个过完

备字典,过完备字典中列数大于行数,即d<N.目前,过完备字典广泛用于信号处理和数据分析,一是使

用小波进行信号稀疏表示时,如Gabor表示下信号的时间序列原子结构,虽然通过频率参数和高斯函数参

数的选取,Gabor变换可以选取很多纹理特征,但是Gabor是非正交的,不同特征分量之间有冗余[2].这

导致很难找到恰当的能实现信号稀疏化的正交基[3-4];二是前期关于大数据集在过完备字典下的稀疏研究,
为信号的稀疏化提供了有利的技术实现.例如在去卷积等线性逆问题、X 射线断层摄影,甚至信号去噪等

问题上,都采用了过完备字典来进行稀疏表示[5].因此,压缩感知作为一种逆问题引入过完备字典有助于

问题的优化求解.
字典学习的目标在于针对特定的数据集训练一种字典,实现以较少的字典原子对数据集进行稀疏表

示.当前,许多研究关注于固定字典的稀疏编码的设计,特别是使用少量原子的线性混合代替预先定义初

始字典的方式进行字典学习.如Aharon等利用K均值聚类交替地进行稀疏编码和字典更新.Jenatton等采

用树结构的稀疏表示方式在线性时间完成了稀疏编码计算.Mairla等在简单的字典重建方法基础上进一步

发展一种判别式方法来建立字典.这里,本文提出一种基于参数字典的稀疏表示方法,把参数字典设计作

为一个优化问题来分析,通过交替迭代的方式求得参数方程的可行解,进而生成参数字典.

1 字典设计

目前构造过完备字典有两种方法[6],一种是通过字典学习来构造过完备字典,该方法采用一个初始字
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典作为训练集,通过多重迭代训练得到一类信号的最稀疏近似;另外一种字典构造方法,叫做字典设计.
字典设计的基本思想在于:数据由字典元素按照一定方式构成,而字典是由许多参数和相应的含参函数组

成,这些函数是构造字典的基本元素.
为了产生字典,我们需要对连续参数进行取样,而问题是怎样选取参数才是最优的.因此字典设

计可以描述为:找到一个合适的参数字典,该字典的格拉姆矩阵接近于ETF的格拉姆矩阵.因此,一

类对信号具有较好稀疏表示能力的字典,可以通过拟合信号函数中的参数进行取样来生成,这样的字

典是等角紧框架的,具有良好的稀疏恢复能力[7].在后续实验中,我们将进一步展示参数设计字典相

对于一般的稀疏字典在信号稀疏表示和恢复上的优势.参数字典另一个好处只需要存储生成字典的

函数和参数,不需要保留整个字典,这大大地节约了存储开销.通常情况下,字典矩阵的尺度远远大

于对应的参数矩阵.
1.1 参数字典设计

在这个部分把参数字典设计作为一个优化问题来分析.假定DΓ∈Ω是一个参数字典.Г是一个参数矩

阵,其中γi 表示Г 的第i列,Ω 是一个参数字典集合.DΓ 的每一列被称为一个原子,用di 表示(对应参数

γi).为了选择合适的Γ(Γ∈Υ,其中Υ是参数集),需要引入对象函数.在这个部分我们设计一个趋近于

ETF的字典,使其具有良好的稀疏能力.考虑一个正则化矩阵D,其相干度μD 的定义为[8]

μD =max
i,j:j≠i

{|di,dj|} (1)

一个列正则化字典DG 被称为ETF,仅当存在γ:0<γ<π/2
且满足|<di,dj>|=cos(γ):∀i,j   i≠j (2)

Strohmer等人在文献[9]中指出如果在参数字典集合Ω中存在满足ETF的特征表示,则符合ETF特性的

d×N 一致性框架矩阵是如下表达式的解集

argmin
D∈Ω
{μD} (3)

该式表明符合ETF的字典,其μ值应该是最小的.为了进一步研究μD 的下确界,文献[10]提出了一种理论

框架,该理论指明当D∈Rd×N 满足统一框架要求时,则有

μD ≥μG = N-d
d(N-1)

(4)

当且仅当D 是ETF时,式(4)才成立.换而言之,当N ≤d(d+1)
2

时式(4)成立.

ΘN
d 是一个d×N 的格拉姆矩阵集合.如果GG ∈ΘN

d,则GG 的对角元素的值和非对角元素的绝对值分

别是1和μG.判别一个矩阵D∈Rd×N 是否是ETF,一个简单的方法是通过计算D的格拉姆矩阵与GG∈ΘN
d

的最小距离来判断[11].一个ETF的字典的距离表达式如下

min
Γ∈ΘN

d ,GG∈ΘN
d

‖DT
ΓDΓ -GG‖∞ (5)

‖·‖∞ 算子表示矩阵所有元素的最大绝对值.实际上,我们可以采用不同的范数空间来简化该问题,这里

采用L2范数来优化这个问题.基于这样的前提下,当在参数字典集合Ω中不存在符合ETF的子集时,我们

可以寻找一种近似不相干字典来逼近ETF条件.这里,矩阵的L2范数是通过Frobenius范数表示.因此

(5)式表示为

min
Γ∈ΘN

d ,GG∈ΘN
d

‖DT
ΓDΓ -GG‖2F (6)

‖·‖F 表示Frobenius范数.式(6)是一个非凸优化问题.对该问题的求解有两种可能性,即可能存在一

个解集,还有一种就是可能无解(比如由于不总是存在N×d的ETF字典,故ΘN
d 是空,则(6)无解.为了便

于求解,可以扩展ΘN
d 到一个非空凸集ΛN.

ΛN ={G∈RN×N:G=GT,diagG=1,max
i≠j

|gi,j|≤μG} (7)

把ΘN
d 集合松弛到ΛN 集,(6)式可以表示为
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min
Γ∈Υ,GG∈ΛN

‖DT
ΓDΓ -G‖2F (8)

通过对约束集合的松弛,保证了(8)式至少有一个解.后面实验将证明字典的格拉姆矩阵趋近于ΛN,对信

号具有更好的稀疏表示能力.
本文提出了一种有效的方法来寻求(8)式的近似解,该方法类似于交替最小化方法,确保了在每次迭

代中对象函数值是非递增的.由于目标是非负的,根据李雅普诺夫稳定性第二定理,这种方法确保了目标

函数的逐步约减并快速收敛.
1.2 参数字典生产算法

解(8)式的标准方法是交替投影法.该方法采用交替迭代的方式投影当前的解到可行解集中.在有限

维环境下,当可行解集是凸集时,算法收敛到Ω∩ΛN 中的一个解;当Ω∩ΛN =φ时,算法分别在Ω和ΛN

有一个解.因此可以得到一个在ΛN 上投影的表达式,但在可行解字典集上的投影建立公式化的表达式就

不那么容易.因此,本节采用一种类似交替最小化的方法来解决这个问题.在交替最小化框架下,通过在Ω
和ΛN 中交替选择最新解,以确保目标函数值在每步迭代过程中不会增加,并趋于稳定.如果算法收敛,这

固点(解)存在于Ω∩ΛN 中,或者是分别在Ω 和ΛN 集合中的两个点.
本文提出的方法借鉴了交替最小化的思想,但迭代过程是不一样的,不同之处在于在集合ΛN 中去更

新当前解.本文提出方法选择一个在当前解和ΛN 集上投影之间的一点.这样修正的原因在于通过在ΛN 上

的投影,改变了格拉姆矩阵的结构,以便在Ω 中选择新的点.而标准的交替最小化方法选择这样的点比较

困难.通过该方法当DΓ 近似于ΛN 时,就可以逐步去逼近在ΛN 中的投影,在后续的步骤中,可以对D进行

更新,同时不会增加(8)式的值.
算法1给出了参数字典设计流程.算法在第4行建立了在ΛN 上的投影,在6行给出了在Ω中选择一个

靠近GR+1 的点.后面的内容将分析4,6行如何完成更新的过程.
算法1:参数设计

(1)初始化:k=1,DΓ1 ∈Ω,{αi}1≤i≤K:0<αi≤1
(2)当k≤K 执行下列步骤,否则执行步骤8
(3)GΓk =DT

ΓkDΓk

(4)GPk+1 =minG∈ΛN‖GΓk -G‖F

(5)GRk+1 =αkGPk+1 +(1-αk)GΓk

(6)GΓk+1 ∈DΓk ∪ ∀D∈Ω:‖DTD-GRk+1‖F < ‖GΓk -GRk+1‖{ }F

(7)k=k+1,执行步骤2
(8)结束

1)在ΛN 上的投影

在公式(8)中,G是Hermitian矩阵,通过改变其非对角元素的符号(gi,j 与gj,i),可以到一个新的矩阵

～G∈ΛN.而DT
ΓDΓ 在Frobenius空间中与G有类似的符号变换关系.理论上在Frobenius范数空间,在一

个集合中寻找一个点的最近元素实际上就是将该点在集合上进行投影.由于ΛN 是凸集,则投影是唯一的.
对于给定的GD =DTD:D∈Rd×N,GD 在ΛN 上的投影可以通过如下算子关系建立

gPi,j =
sign(gDi,j

)μG i≠j
{1 otherwise

(9)

其中μG 在(4)式中已定义.该参数结合GΓk
被用于找到在算法1中第四行的GPk+1.

2)参数更新

假定DΓ 是个在Υ 上可导的函数,故(8)式在Υ上也是可导的.根据算法1的第六行,求解Γk+1 可以采

用梯度下降法.当固定GRk+1
时,作为基于Г的最小化问题,可以进一步改(8)式为

min
Γ∈Υ

φ(Γ),φ(Γ)=‖DT
ΓDΓ -GRk+1‖

2
F (10)
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  通过矩阵函数的链式规则可以得到(10)式的梯度

∇
φ
(Γ)=∇ΓDΓ∇DΓφ=4∇ΓDΓ(DΓDT

ΓDΓ -DΓGRk+1
) (11)

然后通过迭代使用梯度下降去搜索(10)的局部最小解.设Γ[0]
k =Γk,则迭代更新规则如下:

Γ[l+1]
k+1 =Γ[l]

k -ε∇Γφ|Γ[l]k
(12)

ε表示一较小的正数,其恰当的取值可以约减函数(10)每步的迭代更新值.在这个框架下,Γk+1 =
liml→∞Γ[l]

k+1.事实上,在算法执行过程中,当迭代达到一定次数或者∇Γφ|Γ[l]k
已经变得的很小时,算法就会

终止.算法2给出参数更新的步骤.
算法2:参数更新

(1)初始化:l=1,1≤L,Γ[0]
k =Γk,ε∈R+,φ(Γ)=‖DT

ΓDΓ -G‖2F
(2)对于l≤L,执行下面步骤,否则执行步骤5
(3)Γ[l+1]

k+1 =Γ[l]
k -ε∇Γφ|Γ[l]k

(4)l=l+1转到步骤2执行

(5)Γk+1=Γ[L]
k+1

进一步分析算法1的收敛性能,定理1给出了其收敛性保证.
定理1 设DΓ 是可微的,则算法1以Γ0∈Υ(Υ是一紧凑集合)作为起点集合,能够收敛到一个固点集.
从算法1中可以看出,每一次参数更新步骤都能够减少GΓk

与Gk 间的距离.且(8)式在Г上是连

续的,则解空间是一个紧凑空间.定理1可以通过Bolzano-Weierstrass理论来证明,该定理确保了在字

典{DΓk
}k∈N 序列中至少存在一个聚点,且算法1的第六行避免了连续聚点的存在,因此聚点只能是一

个固点集合.

2 实验及分析

为了展现参数设计字典的优势,本节针对稀疏音频处理过程设计了一个字典方案.对于稀疏音频处理

目前大多数方法是通过对训练样本的拟合来建立稀疏字典.例如,一些研究者采用基于Gammatone滤波

组的参数字典实现对音频的稀疏表示,该方法与人类听觉系统的信息获取过程类似.本文将展示参数字典

设计提升音频信号的稀疏表示能力,其基于Gammatone恢复精度也大大提升.实验在 matlab平台下进

行,先完成Gammatone字典的初始化,然后进行参数学习,并最终生成适应声音信号的参数设计字典.
Gammatone字典的生成函数如下

g(t)=atn-1e-2πbBtcos(2πfct) (13)
其中

B=fc/Q+bmin

fc 是中心频率,n∈N,a,b,Q,bmin是常数.该字典的最优参数选择是比较困难的事情,通常采用的参数是

将与听觉脉冲(gammatone脉冲)对应的原子项作为字典参数,而这些参数在实际应用中并不是最优参数.
本节的目标是优选这些参数以便稀疏方法能更好地表示数据特征.

字典通过采样参数g(t-tc)产生,这里tc 表示时间偏移.在本节中Υ=[tc,fc,n,b]T 是优化参数.参

数fc用于确定频率域的偏移量,n和b分别用来控制原子项在时间域的偏移时间和宽度,参数a被用来正则

化原子项的单位长度.{γi}1≤i≤N 表示一参数集合,gγi
(t)是由γi 产生的原子项.参数矩阵Г和参数字典DГ

分别由γi 和gγi
(⌊tfsamp 」)作为列,fsamp 表示采样频率.

为进一步分析Gammatone字典的设计方法,这里研究整个算法迭代过程中的字典特征.对象函数值

的递减特性表明了算法的稳定性.
图1展示不同α下式(8)的解,实验结果表明对象函数每步迭代的值都是递减的.同时从图中可以看

出α值越小算法收敛越缓慢(曲线平缓).尽管α使用较大的值可以加快收敛速度,但实际上其解的精确
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图1 对于常数α不同取值下式(8)的解曲线图

性不如选择处于中位数附近的值.当然在另外一组

实验中,也发现了α=0.5时,较少的迭代次数获取

了较好的解.
由于算法1产生的字典具备等角紧框架的特性,

该字典的所有奇异值SV 是相等的,因此进一步通过

比较紧框架字典与字典的SV 来分析算法的性能.一

个紧框架字典Rn×d 有d个非零奇异值,图2展示了不

同迭代次数下的字典SV 的曲线.从图2中可以看出

在每一次迭代后设计字典的SV 非常接近紧框架字典

的SV.对于标准的紧框架字典而言,其字典的SV 是

相等的,图中直线表示.可以看出随着字典尺度的增加,参数字典的紧框架特性越好,这种特性更有利于

实现数据的稀疏表示和重构.

图2 参数设计字典的奇异值曲线

3 总  结

在近似求解的稀疏化模式下,稀疏近似方法能够实现对稀疏信号的恢复.参数字典设计实际上是寻找

优化的参数集,而这一问题通常难以获得精确解.而本文的参数字典设计方法较其他方法而言能获得较优

的近似解,该方法通过优化字典生成参数,产生符合紧框架特性的参数字典.实验表明提出的参数字典设

计方法具有较好的收敛特性和紧框架特性.
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TheMethodofSparseRepresentationBased
onParameterDictionaryDesign

LIUChuan-shan
SchoolofInformationEngineering,GuizhouUniversityofEngineeringScience,BijieGuizhou551700,China

Abstract:Sparsityisthekeytocompressedsensingtheory.Theappropriatesparserepresentationcanim-
provetheaccuracyforsignalrecovering.Inthisarticle,weproposeamethodbasedontheparameterdic-
tionarydesignforsparserepresentation.Thismeansthattheparameterdictionarydesignisconsideredas
anoptimizationproblem.Further,throughthealternatingiterativemethod,wecanobtainafeasiblesolu-
tionofparametricequationsandproduceaparameterdictionary.Theparameterdictionarydesigncanac-
quiretheapproximateoptimumsolutioncomparedtoothermethods.Intheparameterdictionarydesign
framework,thedictionarythusproducedisinbetteraccordancewiththetightframeproperty.
Keywords:parameterdictionary;compressedsensing;sparisty;sparsereconstruction
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