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强P 正则半群的一个分类①
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摘要:众所周知,纯正半群可根据其幂等元集进行分类.类似于纯正半群,P 正则半群可根据其投射集进行分类.

根据强P 正则半群的投射集给出了这类半群的一个分类.另外,对强P 正则半群的若干子类进行了刻画.
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逆半群和完全正则半群是半群代数理论研究中最受重视的两类半群.这两类半群现已研究得较为充

分,可参见文献[1-4].作为逆半群的推广,纯正半群也已得到充分研究,例如文献[5]及其参考文献.为

了推广逆半群和纯正半群,文献[6-7]分别引入了具有P 系的半群和P 正则半群的概念.纯正半群的许

多结果已经推广到了P 正则半群,例如文献[8]及其参考文献.
众所周知,纯正半群可根据其幂等元集进行分类.本文的目的是根据强P 正则半群的投射集给出这类

半群的一个分类,并对强P 正则半群的若干子类进行刻画.本文的结果丰富和推广了文献[5]的相应结果.

1 预备知识

设S是半群.记S的幂等元集为E(S),而关于任意a∈S,记

V(a)={x∈S|xax=x,axa=a}

半群S称为正则的,若对任意a∈S,有V(a)≠Ø.正则半群S称为纯正的,若E(S)是S的子半群.设S
是正则半群.据文献[7],E(S)的非空子集P 称为S 的特征集,若关于任意p,q∈P 和a∈S,存在a+∈
V(a)使得pq∈E(S),pqp,apa+,a+pa,aa+,a+a∈P.此时,S称为以P 为投射集的P 正则半群,记为

S(P).对任意a∈S(P),满足条件apa+,a+pa,aa+,a+a∈P的逆元a+ 称为a的P 逆元,而记a的所有

P 逆元构成的集合为VP(a).正则半群S的特征集P 称为P 系,若对任意a∈S(P),有|VP(a)|=1.
正则半群S的特征集P 称为强的,若对任意p,q∈P,pq∈P蕴含qp∈P.此时称S(P)为强P 正

则半群.一般情况下,特征集未必是强特征集.但据文献[8],一个正则半群若含特征集,则必含强特征集.
易见,纯正半群的幂等元集是特征集.

令S(P)和T(Q)是两个P 正则半群,则S到T 的同态(同构)ξ称为一个P 同态(P 同构),若Pξ=
Sξ∩Q.我们用“P 同余”表示P 正则半群上的一般的同余.若ρ是P 正则半群S(P)上的P 同余,则

Sρ#(Pρ#)也是一个P 正则半群,其中ρ# 是由ρ诱导的S 到S/ρ的自然同态.习惯上,记Sρ#(Pρ#)为
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S(P)/ρ.若ρ是S(P)上的P 同余且满足条件

aρb⇒a+ρb+    ∀a,b∈S,∀a+∈VP(a),∀b+∈VP(b)
则称ρ为强P 同余.记S(P)上的最小强P 同余为γ.

关于强P 正则半群,据文献[7-8],有以下结论:

引理1 设S(P)是强P 正则半群,a,b∈S,e∈E(S),p∈P,则

(1°)(a,b)∈γ当且仅当VP(a)=VP(b);
(2°)γ∩H是S上的相等关系;
(3°)VP(e)⊆E(S),p∈VP(p)⊆P;
(4°)VP(a)∩VP(b)≠Ø 蕴含VP(a)=VP(b);
(5°)VP(a)VP(b)⊆VP(ba);
(6°)若a′∈V(a)且aa′,a′a∈P,则a′∈VP(a).
推论1 设S(P)是强P 正则半群,e∈E(S).则包含e的γ 类是S(P)的子带.
推论2 设P 是正则半群S 的强特征集.则P是P 系当且仅当S的任何L 类和R 类最多只含P中

的1个元素.
证  设P是P 系,且p,q∈P,使得pLq或pRq.据引理1的条款(3°)和(6°),有p,q∈VP(p),进而

有p=q.反之,设a∈S且a1,a2∈VP(a).则aa1,aa2,a1a,a2a∈P,aa1Raa2,a1aLa2a.由假设知aa1=aa2,

a1a=a2a,这表明a1=a1aa1=a2aa1=a2aa2=a2.
推论3 若ρ是强P 正则半群S(P)上的强P 同余,则Pρ 是S(P)/ρ的P 系.
证  设p,q∈P 且pρ,qρ∈Pρ,pρLqρ.则有(pq,p)∈ρ和(qp,q)∈ρ.据引理1的条款(3°),有

q∈VP(q)和p∈VP(p),再据引理1的条款(5°)便知qp∈VP(pq).注意到ρ是强P 同余,且(pq,p)∈

ρ,有(qp,p)∈ρ.由于(qp,q)∈ρ,故(p,q)∈ρ,进而有pρ=qρ.这表明任意L 类最多含Pρ中的一

个元素.对偶可证任意R 类最多含Pρ 中的一个元素.据推论2,Pρ 是S(P)/ρ的P 系.

2 主要结果

本节考虑强P 正则半群的分类问题.记

PS={S(P)|P 是S 的强特征集}   R* ={S(P)|P 是S 的P 系}

  定义1 设S(P)∈PS.
(1°)S(P)为左半正则(右半正则)的,若S(P)满足以下条件:

pLq⇒rpLrq(pRq⇒prRqr)   ∀p,q,r∈P
S(P)为正则的,若它既左半正则又右半正则.

  (2°)S(P)为左半正规(右半正规)的,若S(P)左半正则(右半正则),且满足以下条件:

p∈VP(q)⇒prLqr(p∈VP(q)⇒rpRrq)   ∀p,q,r∈P
  (3°)S(P)为左拟正规(右拟正规)的,若S(P)左 (右)半正规且右(左)半正则.S(P)为正规的,若它

既左拟正规又右拟正规.
(4°)S(P)为左正则(右正则)的,若S(P)满足以下条件:

pRq⇒p=q(pLq⇒p=q)   ∀p,q∈P
  (5°)S(P)为左正规(右正规)的,若S(P)左正则 (右正则),且满足以下条件:

pLq⇒rp=rq(pRq⇒pr=qr)   ∀p,q,r∈P
  为方便起见,用LSRPS(RPS,LSNPS,LQNPS,NPS,LRPS,LNPS)记左半正则(正则、左半正规、左拟

正规、正规、左正则、左正规)强P 正则半群类.对偶地,我们有RSRPS,RSNPS,RQNPS,RRPS和RNPS.
命题1 下面的包含关系成立:
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(1°)LNPS⊆LRPS⊆LQNPS⊆LSNPS⊆LSRPS;

(2°)RNPS⊆RRPS⊆RQNPS⊆RSNPS⊆RSRPS;
(3°)LNPS∩RNPS=LRPS∩RRPS=R*.
证  (1°)我们仅需证明LRPS⊆LQNPS,其他包含关系是明显的.事实上,设S(P)∈LRPS,且p,q,

r∈P.首先,若pLq,则有p∈V(q)和pq=p,qp=q∈P.据引理1(6°),有p∈VP(q).据引理1(3°),
有r∈VP(r)和p∈VP(p),进而据引理1(5°),有pr ∈VP(rp)∩VP(rq).因此,prp,prq ∈P 且

prpRprq.由于S(P)∈LRPS,故prp=prq.注意到rpLprp=prqLrq,有rpLrq.其次,若p∈VP(q),则

pq,qp∈P,pRpq且qpRq.因为S(P)∈LRPS,故p=pq且qp=q.这表明pLq,进而有prLqr.最后,若

pRq,则据事实S(P)∈LRPS可知p=q.故有pr=qr,从而有prRqr.这说明S(P)∈LQNPS.
(2°)是(1°)的对偶.(3°)可由推论2立得.
下面给出上述子类的一些刻画.设X,Y是PS的两个子类,S(P)∈PS.S(P)上的P 同余ρ称为Y

同余,若S(P)/ρ∈Y.S(P)上最小的Y 同余记为ρY.S(P)上的P 同余ρ称为过LZB的,若关于任意

e∈E(S),有eρ∈LZB,这里LZB代表左零带的全体.另一方面,类似于泛代数理论,我们称PS的子类

LZB췍Y={S(P)∈PS|存在S(P)上的过LZB的Y 同余}

为LZB和Y在PS中的 Malcev积.另外,我们定义

X∨Y={S(P)∈PS|ρX∩ρY=ιS}

这里ιS 代表S 上的相等关系.若“U”是PS中满足某些条件的成员,则记这些成员的全体为PS(U).
引理2 LRPS=PS(γ⊆L)=LZB췍R*.
证  若S(P)∈LRPS,a,b∈S(P)且aγb,则据引理1(1°)有VP(a)=VP(b).取x∈VP(a)=VP(b).

则xa,xb∈P且xaRxb.因为S(P)∈LRPS,所以有xa=xb,这表明aLxa=xbLb.故LRPS⊆PS(γ⊆L).
设S(P)∈PS(γ⊆L)且e∈E(S).据推论1,eγ 是S(P)的子带.由于γ⊆L,故eγ 是左零带.另一

方面,据推论3,有S(P)/γ∈R*.这表明S(P)∈LZB췍R*.故PS(γ⊆L)⊆LZB췍R*.
若S(P)∈LZB췍R*,则存在S(P)上的P 同余ρ,使得S(P)/ρ∈R*,且关于任意e∈E(S),eρ

是左零带.设p,q∈P 且pRq,则pρ,qρ∈Pρ,且在S(P)/ρ中有pρRqρ.因为Pρ是S(P)/ρ的P 系,

据推论2,有pρ=qρ.注意到pρ是左零带,有pLq.这表明pHq,从而p=q.这证明了S(P)∈LRPS.
故LZB췍R* ⊆LRPS.

引理3 LSRPS=PS(γ∩L=ρRRPS)=LZB췍RRPS.
证  设S(P)∈LSRPS.因为L是右同余,故γ∩L也是右同余.设a,b,c∈S(P)且a(γ∩L)b.据

引理1(1°),存在x∈VP(a)=VP(b),使得xa=xb∈P且ax,bx∈P,axLbx.取c1∈VP(c).则c1c∈
P.因为S(P)∈LSRPS,有(c1c)(ax)L(c1c)bx.这表明

caxL(c1c)(ax)L(c1c)bxLcbx
从而

ca=caxaLcb(xa)=cbxb=cb
故γ∩L是S(P)上的P 同余.

设p(γ∩L),q(γ∩L)∈P(γ∩L),这里p,q∈P.若

[p(γ∩L)][q(γ∩L)]∈P(γ∩L)

则(pq)(γ∩L)∈P(γ∩L),从而存在r∈P,使得(pq,r)∈γ∩L.据引理1(1°)和(3°),有r∈VP(r)=
VP(pq),从而据引理1(3°),有pq∈VP(r)⊆P.因为S(P)∈PS,有

qp∈P   [q(γ∩L)][p(γ∩L)]=(qp)(γ∩L)∈P(γ∩L)

这表明S(P)/γ∩L∈PS.
若p,q∈P,p(γ∩L)Lq(γ∩L),则(pq,p)∈γ∩L.这表明(pq)p=pq.另一方面,据引理1(1°)
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和(3°),我们有p∈VP(p)=VP(pq),因此pq=(pq)p=p(pq)p=p.对偶地,qp=q.这表明pLq.进一

步地,据引理1的(3°)和(6°),有p∈VP(p)∩VP(q).再据引理1的(1°)和(4°),有VP(p)=VP(q)和(p,

q)∈γ.故p(γ∩L)=q(γ∩L),从而S(P)/(γ∩L)∈RRPS.
设σ是S(P)上的P 同余,使得S(P)/σ∈RRPS,a,b∈S(P)且a(γ∩L)b.据引理1(1°),存在x∈

VP(a)=VP(b),使得xa=xb∈P,ax,bx ∈P 和axLbx.因为S(P)/σ∈RRPS,(ax)σ,(bx)σ∈Pσ 和

(ax)σL(bx)σ,有(ax)σ= (bx)σ.故

aσ=(axa)σ=((ax)σ)(aσ)=((bx)σ)(aσ)=(bσ)((xa)σ)=(bxb)σ=bσ
这表明γ∩L⊆σ.这证明了γ∩L=ρRRPS.故

LSRPS⊆PS(γ∩L=ρRRPS)

  设S(P)∈PS(γ∩L=ρRRPS).因为γ∩L⊆L,故据推论1知,关于任意e∈E(S),e(γ∩L)是左

零带.这表明PS(γ∩L=ρRRPS)⊆LZB췍RRPS.
设S(P)/ρ∈RRPS,且关于任意e∈E(S),有eρ∈LZB.设p,q,r∈P 且pLq.则pρ,qρ∈Pρ 且

pρLqρ.据事实S(P)/ρ∈RRPS,有pρ=qρ.故(rp)ρ=(rq)ρ.注意到rp,rq∈E(S)和(rp)ρ∈LZB,有

rpLrq.这表明S(P)∈LSRPS.因此,LZB췍RRPS⊆LSRPS.
引理4 LSNPS=PS(γ∩L=ρRNPS)=LZB췍RNPS.
证  设S(P)∈LSNPS.据引理3,γ∩L=ρRRPS.为证明γ∩L=ρRNPS,只需证S(P)/γ∩L∈RNPS.令

p(γ∩L),q(γ∩L),r(γ∩L)∈P(γ∩L),p,q,r∈P且p(γ∩L)Rq(γ∩L).则(pq,q),(qp,p)∈γ∩L.
据引理1(1°),有VP(pq)=VP(q)和VP(qp)=VP(p).据引理1(3°),有q∈VP(q)=VP(pq),进而有

pq∈VP(q).容易验证pq∈VP(qp).故

pq∈VP(qp)∩VP(q)=VP(p)∩VP(q)

从而据引理1(4°)知VP(p)=VP(q).于是(p,q)∈γ且(pr,qr)∈γ.另一方面,因为p∈VP(p)=VP(q)

和S(P)∈LSNPS,有prLqr.这表明pr(γ∩L)qr,从而

p(γ∩L)r(γ∩L)=q(γ∩L)r(γ∩L)

这说明S(P)/(γ∩L)∈RNPS.
事实上,PS(γ∩L=ρRNPS)⊆LZB췍RNPS可由引理3的证明获得.
设S(P)∈LZB췍RNPS.则据引理3有S(P)∈LSRPS.假设ρ是S(P)上一P 同余,使得S(P)/ρ∈

RNPS,且关于任意e∈E(S),有eρ∈LZB.令p,q,r∈P且p∈VP(q).则pq,qp∈P,且在S(P)/ρ中

有(pρ)R(pqρ).因为S(P)/ρ∈RNPS,有

(pr)ρ= (pρ)(rρ)= (pqρ)(rρ)= (pqr)ρ
由于pr,pqr∈E(S),且关于任意e∈E(S),有eρ∈LZB,有(pr)(pqr)=pr.这表明

(pr)(qr)= (pr)(pqr)(qr)= (pr)(pqrqr)= (pr)(pqr)=pr
类似可知(qr)(pr)=qr.由pr,qr∈E(S)可知prLqr.故S(P)∈LSNPS.

引理5 RPS=LRPS∨RRPS,LQNPS=LRPS∨RNPS,NPS=LNPS∨RNPS.
证  据引理3及其对偶,有

RPS=LSRPS∩RSRPS=PS(γ∩R=ρLRPS,γ∩L=ρRRPS)

  据引理1(2°),L∩γ∩R是S上的相等关系,从而RPS⊆LRPS∨RRPS.反之,设S(P)∈LRPS∨
RRPS.则ρLRPS∩ρRRPS 是S上的相等关系.容易验证ψ:S(P →) S(P),a →| (aρLRPS,aρRRPS)是S(P)到

S(P)的P 同构,这里S={(aρLRPS,aρRRPS)|a∈S(P)}是S(P)/ρLRPS ×S(P)/ρRRPS 的子半群且 P=

{(pρLRPS,pρRRPS)|p∈P}.不难验证S(P)∈LSRPS∩RSRPS= RPS.这表明S(P)∈RPS.其余两式

类似可证.
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据引理2,3,4和5,有如下结论:

定理1 定义1中的子类可由表1及其对偶来刻画:
表1 各子类的刻画

子  类 刻画1 刻画2

LSRPS PS(γ∩L=ρRRPS) LZB췍RRPS

LSNPS PS(γ∩L=ρRNPS) LZB췍RNPS

RPS PS(γ∩L=ρRRPS,γ∩R=ρLRPS) LRPS∨RRPS

LQNPS PS(γ∩L=ρRNPS,γ∩R=ρLRPS) LRPS∨RNPS

NPS PS(γ∩L=ρRNPS,γ∩R=ρLNPS) LNPS∨RNPS

LRPS PS(γ⊆L) LZB췍R*
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Abstract:Itiswellknownthatorthodoxsemigroupscanbeclassifiedbytheiridempotentelementsets.

Similartothecaseoforthodoxsemigroups,P-regularsemigroupscanalsobeclassifiedbytheirprojective

sets.AclassificationofstronglyP-regularsemigroupsisgivenintermoftheirprojectivesets.Moreover,

somesubclassesofstronglyP-regularsemigroupsarecharacterized.
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