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强和强泛GorensteinFP 内射模①
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摘要:研究了强GorensteinFP 内射模,引入了强泛GorensteinFP 内射模的概念,证明了弱GorensteinFP 内射

模是强泛GorensteinFP 内射模的直和项.
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Gorenstein同调代数倍受研究者们的青睐[1-3].强GorensteinFP 内射模的概念于2013年在文献[4]

中被引入.于是本文研究了强GorensteinFP 内射模和强泛GorensteinFP 内射模.除非特别申明,R 是

具有单位元的结合环,所有涉及的模均是酉模.对未作解释的标记和概念,参见文献[5].称左R 模M 是

FP 内射的[6],如果对任意有限表示左R 模P,Ext1R(P,M)=0.
命题1 设R是左凝聚的右IF 环, →0 →N →M →F 0是右R 模的短正合列.如果F是FP

内射右R 模,那么N 是强GorensteinFP 内射右R 模当且仅当M 是强GorensteinFP 内射右R 模.
证  因为R是右IF 环,F是FP 内射右R 模,所以F是平坦右R 模.又因为R是左凝聚环,所

以强GorensteinFP 内射右R 模类与强Gorenstein平坦右R 模类是相同的.由文献[1]定理2.6,N 是

强Gorenstein平坦右R 模当且仅当M 是强Gorenstein平坦右R 模.因此N 是强GorensteinFP 内射右

R 模当且仅当 M 是强GorensteinFP 内射右R 模.
命题2 设R是左凝聚的右IF 环, →0 →Q →M →N 0是左R 模的短正合列.如果Q是

投射左R 模且Ext1R(N,Q)=0,那么 N 是强GorensteinFP 内射左R 模当且仅当 M 是强Gorenstein

FP 内射左R 模.
证  必要性.设N 是强GorensteinFP 内射左R 模.因为R是左凝聚的右IF 环,所以由文献[7]定

理3.8,R是左FP 自内射环.于是由文献[2]定理3.2,Q是FP 内射左R 模,进而Q췍N是强Gorenstein

FP 内射的.因为Ext1R(N,Q)=0,所以M 是强GorensteinFP 内射的.

充分性.设M 是强GorensteinFP 内射左R 模.因为Ext1R(N,Q)=0,所以M≅Q췍N.因此Q췍

N 是强GorensteinFP 内射左R 模.由文献[4]命题2.8,存在左R 模的短正合列 →0 Q췍 →N

→E Q 췍 →N 0,其中E 是FP 内射左R 模.考虑下面拉回:
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因为Q是投射的,所以短正合列 →0 →Q′ →E →Q 0是可裂的,即E≅Q′췍Q.又因为E是

FP 内射左R 模,所以由文献[8]引理2.1,Q′是FP 内射左R 模.考虑下面推出:

因为Q 和Q′是FP 内射左R 模,R是左凝聚环,所以Q″是FP 内射的.因为R是左凝聚环,所以由

文献[4]推论2.9,N 是强GorensteinFP 内射左R 模.
定义1 称左R 模M 是强泛GorensteinFP 内射模,如果存在一个FP 内射左R 模的正合列

E=… →
f

E →
f

E →
f

E →
f …

使得M ≅Im(f).称正合列E为M 的强泛完全FP 内射分解.
注1 (1°)强GorensteinFP 内射模是强泛GorensteinFP 内射模;

(2°)强泛GorensteinFP 内射模是弱GorensteinFP 内射模;

(3°)若L= →… →L →L →L …是强泛完全FP 内射分解,则由对称性可知,L的所有的核、

像和上核都是强泛GorensteinFP 内射模.

命题3 设(Mi)i∈I 是一簇强泛GorensteinFP 内射模.则∏
i∈I

Mi 和 췍i∈IMi 是强泛GorensteinFP

内射模.

证  直和与直积情形的证明是类似的.设M=∏
i∈I

Mi.对任意的i∈I,因为Mi 是强泛GorensteinFP

内射模,所以存在一个FP 内射模的正合列

Ei=…
f
→
i

Ei
f
→
i

Ei
f
→
i

Ei
f
→
i …

使得Mi≅Im(fi).令

E=… →
f
∏
i∈I

Ei →
f
∏
i∈I

Ei →
f
∏
i∈I

Ei →
f …

显然E是正合的且M ≅Im(f).因为∏
i∈I

Ei 是FP 内射模,所以命题3得证.

命题4 设R 是任意环.则以下条件等价:

(1°)M 是强泛GorensteinFP 内射左R 模;

(2°)存在一个左R 模的正合列
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X=… →
f

E →
f

E →
f

→M 0
其中E 是FP 内射左R 模;

(3°)存在一个左R 模的短正合列 →0 →M →E →M 0,其中E 是FP 内射左R 模.
证  (1°)⇒(2°)由定义1,结论显然.
(2°)⇒(3°) 假设(2°)成立.则存在一个左R 模的正合列

X=… →
f

E →
f

E →
f

→M 0
显然ker(f)=Im(f)=M.于是 →0 →M →E →M 0是正合的,其中E 是FP 内射的.
(3°)⇒(1°) 因为存在左R 模的正合列 →0 →M →E →M 0,其中E是FP 内射的,所以

E=… →
f

E →
f

E →
f

E →
f …

是FP 内射左R 模的正合列,使得M ≅Im(f).因此M 是强泛GorensteinFP 内射左R 模.
定理1 每个弱GorensteinFP 内射模是强泛GorensteinFP 内射模的直和项.
证  设M 是弱GorensteinFP 内射左R 模.则存在FP 内射左R 模的正合列

E=…
dE

→
2

E1

dE

→
1

E0

dE

→
0

E-1
dE

-
→
1 …

使得M ≅Im(dE
0).对任意的m∈Z,通过增加指数m,由E得到的正合列定义为∑

m
E,对任意的i∈Z,

(∑
m
E)i=Ei-m 且d∑

mE
i =dE

i-m.췍Ei 是FP 内射左R 模.考虑正合列

F=췍∑
m
E=…

췍dE

→
i
F=췍Ei

췍dE

→
i
F=췍Ei

췍dE

→
i
F=췍Ei

췍dE

→
i
F=췍Ei

췍dE

→
i …

显然Im(췍di)是强泛GorensteinFP 内射左R 模.因为Im(췍di)≅췍Imdi,所以定理1得证.
命题5 设R 是左凝聚环.则以下条件成立:

(1°)M 是强GorensteinFP 内射左R 模当且仅当M 是强泛GorensteinFP 内射左R 模;

(2°)弱GorensteinFP 内射左R 模是强GorensteinFP 内射左R 模的直和项.
证  由文献[4]定理2.7和本文定理1可证.
注2 由命题5可知,命题1和命题2对强泛GorensteinFP 内射左R 模也成立.
命题6 设R 是双边凝聚环.则以下条件等价:

(1°)R 是FC 环;

(2°)每个强泛GorensteinFP 内射左R 模是强Gorenstein平坦模;

(3°)每个强Gorenstein内射左R 模是强Gorenstein平坦模;

(4°)每个FP 内射左R 模是强Gorenstein平坦模;

(5°)每个内射左R 模是强Gorenstein平坦模;

(6°)每个强Gorenstein平坦左R 模是强泛GorensteinFP 内射模;

(7°)每个平坦左R 模是强泛GorensteinFP 内射模;

(8°)每个强Gorenstein投射左R 模是强泛GorensteinFP 内射模;

(9°)每个投射左R 模是强泛GorensteinFP 内射模.
证  由命题5和文献[4]定理2.14可证.
命题7 FP 内射左R 模是强泛GorensteinFP 内射左R 模.反之,当R 是左凝聚环且l.FP-

dim(R)< ∞ 时,强泛GorensteinFP 内射左R 模是FP 内射左R 模.
证  由注1,FP 内射左R 模是强泛GorensteinFP 内射左R 模.设R是左凝聚环,且l.FP-dim(R)=

m<∞.下对m 进行数学归纳.当m=0时,任意左R 模是FP 内射的,结论显然.当m≥1时,若M 是
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强泛GorensteinFP 内射左R 模,则由命题4,存在一个左R 模的正合列 →… E →1 E →0 →M 0,

其中每个Ei=E是FP 内射左R 模.设L≅Im(E →m Em-1),则 →0 →L Em- →1 Em-2 →… E →1

E →0 →M 0是正合的.因为FP-idR(L)≤m,R是左凝聚环,所以由文献[6]引理3.1知,M 是FP 内

射左R 模.
由命题7得到推论1:

推论1 设R是左凝聚环,且l.FP-dim(R)<∞,则FP 内射模类、强GorensteinFP 内射模类和强泛

GorensteinFP 内射模类是相同的.
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StronglyandStronglyUniversalGorensteinFP-InjectiveModules
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Abstract:StronglyGorensteinFP-injectivemodulesareinvestigated,theconceptof“stronglyuniversal

GorensteinFP-injectivemodules”isintroduced,anditisprovedthataweakGorensteinFP-injectivemod-
uleisadirectsummandofastronglyuniversalGorensteinFP-injectivemodule.

Keywords:stronglyGorensteinFP-injectivemodule;stronglyuniversalGorensteinFP-injectivemodule;

injectivemodule
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