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多轮图和多齿轮图的k 优美性①
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摘要:对多轮图W (t)
m1

和多齿轮图 ～W (t)
m1

的k 优美性进行研究.证明了:m1 =2k+1时,图W (t)
m1

是k 强优美图;当

mt 为偶数时,对任意自然数k≥1,图 ～W (t)
m1

是k 优美图;当mt 为奇数时,对任意自然数k≥3,图 ～W (t)
m1

是k 优美

图.其中图W (t)
m1

是由t个轮Wmi
(i=1,2,…,t)的中心顶点合并后构成的连通图,图 ～W (t)

m1
是由t个齿轮图 ～Wmi

(i=
1,2,…,t)的中心顶点合并后构成的连通图.
关 键 词:图;优美图;k 优美图

中图分类号:O157.5    文献标志码:A    文章编号:1673 9868(2014)8 0079 04

优美图是图论中极有趣的重要内容,有着较好的应用价值和广阔的研究前景.1972年,文献[1]给出

了优美图的定义.随后,k 优美图、k 强优美图等定义相继给出.优美标号问题在编码设计、通讯网络、雷

达脉冲等领域有重要应用.关于优美性的研究结论可见文献[2-5].
本文所讨论的图G(V,E)均为简单无向图,设V=V(G)为图G的顶点集,E=E(G)为图G的边集,

|E|为图G的边数.Pm 为有m 个顶点的路,Cm 为有m 个顶点的圈.G1∨G2 为图G1 与G2 的联图,其顶

点集合

V(G1 ∨G2)=V(G1)∪V(G2)
边集合

E(G1 ∨G2)=E(G1)∪E(G2)∪F
其中

F={xy:x∈V(G1),y∈V(G2)}
联图P1∨Cm 称为轮,记作Wm,其中P1 的顶点称为Wm 的中心.在轮Wm 的Cm 上,每相邻点之间加入一个

顶点所得到的图称为齿轮图,记作～Wm.本文约定:多轮图W(t)
m1

是由t个轮Wmi
(i=1,2,…,t)的中心顶点合并

后构成的连通图,其中mi+1=2mi+1,i=1,2,…,t-1.多齿轮图 ～W (t)
m1

是由t个齿轮图 ～Wmi
(i=1,2,…,t)

的中心顶点合并后构成的连通图,其中mi+1≥2mi+2,i=1,2,…,t-1.[a]表示不超过实数a的最大整

数.[a,b]表示不小于a且不大于b的所有整数.
定义1 设图G=(V,E),k为正整数,如果存在一个单射f: →V {0,1,…,|E|+k-1},使得

对所有的边uv∈E,由f′(uv)=|f(u)-f(v)|导出一个双射f′: →E {k,k+1,…,|E|+k-1},则

称图G 是k 优美图,f是G 的一个k 优美标号.1 优美图也称优美图,1 优美标号也称优美标号.
定义2 设图G=(V,E),k为正整数,如果存在单射f: →V {0,k,…,|E|+k-1},使得对所

有的边uv∈E,由f′(uv)=|f(u)-f(v)|导出一个双射f′: →E {k,k+1,…,|E|+k-1},则称

图G 是k 强优美图,f是G 的一个k 强优美标号.
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引理1 若多轮图W (t)
m 为k 强优美图,且|E(W (t)

m )|=e,则有e>k.
证  (反证法) 假设结论不成立,即图W (t)

m 为k 强优美图,则有e≤k.因为W (t)
m 为k 强优美图,所

以存在单射f: →V {0,k,…,|E|+k-1},使得导出映射f′(uv)=|f(u)-f(v)|是 →E {k,k+
1,…,|E|+k-1}的双射.当f(u)≠0,f(v)≠0时,有

f′(uv)=|f(u)-f(v)|≤|e+k-1-k|=e-1<k
矛盾.从而假设不成立,结论成立.

引理2 当k>3时,若多轮图W (t)
m (m>3)为k 强优美图,则图W (t)

m 的中心顶点k 强优美标号为0.
证  设V=V(W (t)

m ),E=E(W (t)
m ),|E|=e.因为W (t)

m (m>3)为k 强优美图,所以存在单射f:
→V {0,k,…,e+k-1},使得导出映射f′(uv)=|f(u)-f(v)|是 →E {k,k+1,…,e+k-1}

的双射.由引理1知

A={e,e+1,…,e+k-1}⊆ {k,k+1,…,e+k-1}
若f′(uv)∈A,则必有f(u)=0或f(v)=0.又因为|A|=k>3,而除W (t)

m 的中心顶点外,其余的顶点

度都不大于3.所以,图W (t)
m 的中心顶点k 强优美标号为0.

定理1 若轮形图Wn 为k 强优美图,则n≥2k.
证  Wn 的顶点依次记为x0,x1,x2,…,xn,其中x0 为轮Wn 的中心.
1)当k=1时,结论显然成立.
2)当k=2时,若Wn 为2 强优美图,则n≥4.
当n=3时,W3 不是2 强优美图.假设W3 是2 强优美图,则存在单射f:V(W3 →) {0,2,3,4,

5,6,7},使得导出映射f′(uv)=|f(u)-f(v)|是 →E {2,3,4,5,6,7}的双射,由此可知W3 必有

3个顶点标号为0,6,7,且标号为6,7的两个顶点均与标号为0的顶点相邻,由W3 的结构易知,标号为6,
7的两个顶点也相邻,导出的边值为1,矛盾.

3)当k=3时,若Wn 为3 强优美图,则n≥6.
当n=3,4时,类似地,我们仅证明:当n=5时,Wn 不是3 强优美图.假设Wn 是3 强优美图,则存

在单射f:V(W5 →) {0,3,4,…,11,12},使得导出映射f′(uv)=|f(u)-f(v)|是 →E {3,4,…,
11,12}的双射,由此可知W5必有4个顶点标号为0,10,11,12,且标号为10,11,12的3个顶点均与标号为

0的顶点相邻,由W5的结构易知,标号为10,11,12的3个顶点至少有2个顶点相邻,相邻顶点导出的边值

不大于2,矛盾.
4)当k>3时,由引理2知Wn 的中心顶点x0 的标号为0.又由引理1得

A={e,e+1,…,e+k-1}⊆ {k,k+1,…,e+k-1}
因为|A|=k>3,且具有A中边标号的边的一个端点必为x0,另外k个端点必为Cn 中的点,则当n<2k
时,必有一条边f′(uv)=|f(u)-f(v)|≤|e+k-1-e|<k.所以Wn 不为k 强优美图.

综上所述,若Wn 为k 强优美图,则n≥2k.
定理2 对任意自然数k≥1,t≥1,当m1=2k+1时,多轮图W (t)

m1
是k 强优美图.

证  设V(Wmi
)={x0;xi,1,xi,2,…,xi,mi

},i=1,2,…,t.E=E(W (t)
m1
),|E|=e.

当m1=2k+1,且mi+1=2mi+1(i=1,2,…,t-1)时,定义多轮图W (t)
m1

的顶点标号f为

轮Wm1
的顶点标号为:

f(x0)=0   f(x1,i)=e+k-1-i-1
2    i=1,3,5,…,m1

f(x1,i)=k+i
2   i=2,4,6,…,m1-1

轮Wmt
(t≥2)的顶点标号为

f(xt,i)=f(xt-1,1)-32mt-1+1-i
2   i=1,3,5,…,mt

f(xt,i)=mt-1+i
2   i=2,4,6,…,mt-1

下面我们验证标号f是图W (t)
m1

的k 强优美标号.
因为

f(x0)=f(x1,2),f(x1,4),…,f(x1,m1-1),f(x2,2),f(x2,4),…,f(x2,m2-1),
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…,f(xt,2),f(xt,4),…,f(xt,mt-1
),f(xt,mt

),f(xt,mt-2
),f(xt,mt-4

),…,f(xt,1),
f(xt-1,mt-1

),f(xt-1,mt-1-2
),f(xt-1,mt-1-4

),…,f(xt-1,1),…,
f(x1,m1),f(x1,m1-2),f(x1,m1-4),…,f(x1,1)=e+k-1

是严格单调递增的,故映射f: →V {0,k+1,k+2,…,e+k-1}是单射.
对所有的边uv∈E,设f′(uv)=|f(u)-f(v)|,则轮形图Wmt

由f′ 导出的边标号集Ei 为:
Ei=[ai,bi]∪ [ci,di]

其中a1=k,bi=ai+12
(mi-1),ai+1=bi+1,d1=e+k-1,ci=di-32

(mi-1),di+1=ci-1.

容易计算

∩
t

i=1
Ei=Ø   ∪

t

i=1
Ei=[k,e+k-1]

所以f′: →E {k,k+1,…,e+k-1}是双射.
综上所述,f是W (t)

m1
的k 强优美标号.

定理3 对任意自然数t≥1,对多齿轮图 ～W (t)
m1

有:

췍 当mt 为偶数时,对任意自然数k≥1,多齿轮图 ～W (t)
m1

是k 优美图;

췍 当mt 为奇数时,对任意自然数k≥3,多齿轮图 ～W (t)
m1

是k 优美图.
证 设齿轮图 ～Wmi

(i=1,2,…,t)的中心点为x0,与中心点相邻的点依次记为xi,1,xi,2,…,xi,mi
(i=1,

2,…,t),其余的与xi,1,xi,2,…,xi,mi
(i=1,2,…,t)相邻的点记为yi,1,yi,2,…,yi,mi

(i=1,2,…,t)

Ei=E(～Wmi
)   |Ei|=3mi=ei   ∑

t

i=1
ei=e

当mi+1 ≥2mi+2(i=1,2,…,t-1)时,我们定义第i个齿轮图 ～Wmi
(i=1,2,…,t)的顶点标号f为:

当mi 为偶数时,齿轮图 ～Wmi
的顶点标号为:

f(x0)=0   f(xi,j)=∑
t

n=i
en +k-j   j=1,2,…,mi

f(yi,j)=mi-1+j   j=1,2,…,mi

2

f(yi,j)=mi+j   j=mi

2+1,mi

2+2,…,mi

  当mi 为奇数时,齿轮图 ～Wmi
的顶点标号为:

f(x0)=0   f(xi,j)=∑
t

n=i
en +k-j   j=1,2,…,mi-1

f(xi,mi
)=∑

t

n=i
en +k-1-mi   f(yi,mi

)=mi-1   f(yi,mi-1
)=mi

f(yi,j)=mi+j   j=1,2,…,mi-3
2

f(yi,j)=mi+3+j   j=mi-1
2

,mi+1
2

,…,mi-2

下面我们验证标号f是多齿轮图 ～W (t)
m1

的k 优美标号:

对第i个齿轮图 ～Wmi
(i=1,2,…,t),当mi 为偶数时,有

f(x0)=f(xi,1)>f(xi,2)> … >f(xi,m1
)=

f(yi,mi
)>f(yi,mi-1

)> … >f(yi,1)=mi

对第i个齿轮图 ～Wmi
(i=1,2,…,t),当mi 为奇数时,有

f(x0)=f(xi,1)>f(xi,2)> … >f(xi,m1
)=

f(yi,mi-2
)>f(yi,mi-3

)> … >f(yi,1)>f(yi,mi-1
)>f(yi,mi

)=mi-1
由ei=3mi 可得

∑
t

n=1
en +k-1=f(x1,1)>f(x1,2)> … >f(x1,m1)>f(x2,1)>
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f(x2,2)> … >f(x2,m2)> … >f(xt,1)>f(xt,2)> … >f(xt,mt)
由mi+1 ≥2mi+2可得

max{f(yi,j):j=1,2,…,mi}< min{f(yi+1,j):j=1,2,…,mi+1}
当mt 为偶数时,对任意自然数k≥1有

2mt+k=f(xt,mt)> max{f(yt,j):j=1,2,…,mi}=2mt

当mt 为奇数时,对自然数k≥3有

2mt+k-1=f(xt,mt)> max{f(yt,j):j=1,2,…,mi}=2mt+1
故映射f: →V {0,1,2,…,e+k-1}是单射.

对所有的边uv∈E,设f′(uv)=|f(u)-f(v)|,则齿轮图 ～Wmi
(i=1,2,…,t)由f′ 导出的边标号集E′

i 为

E′
1=[e-e1+k,e+k-1]   E′

i=[e-∑
i

n=1
en +k,e-∑

i-1

n=1
en +k-1]   i=2,3,…,t

易知

∩
t

i=1
E′

i=Ø   ∪
t

i=1
E′

i=[k,e+k-1]

所以f′: →E {k,k+1,…,e+k-1}是双射.
综上所述,f是多齿轮图 ～W (t)

m1
的k 优美标号.

容易看出,由定理3给出的顶点标号,除中心点x0的标号以外,其余顶点的最小标号不小于m1-1.因

此,可得:

推论1 췍 当mt 为偶数,1≤k≤m1-1时,多齿轮图 ～W (t)
m1

是k 强优美图;

췍 当mt 为奇数,3≤k≤m1-1时,多齿轮图 ～W (t)
m1

是k 强优美图.
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Abstract:Inthispaper,westudythek-gracefulnessofgraphsW (t)
m1and

～W (t)
m1.Weshowthatforanynatural

numbert,whichisnotlessthanone,whenm1=2k+1,thegraphsW (t)
m1arek-stronggraceful.Ifmtise-

ven,thegraphs～W (t)
m1arek-gracefulforanynaturalnumberk,whichisnotlessthanone.Ifmtisodd,the

graphs～W (t)
m1arek-gracefulforanynaturalnumberk,whichisgreaterthanorequaltothree,whereW

(t)
m1is

aconnectedgraphbyidentifyingthecentralverticesofwheelWmi
(i=1,2,…,t)and～W (t)

m1isaconnected

graphbyidentifyingthecentralverticesof～Wmi
(i=1,2,…,t).
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