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平面Shephard问题的一类反例①
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摘要:利用常宽等腰梯形和椭圆举出平面上Shephard问题的一类精确反例,利用圆与Reuleaux三角形比较的经典

反例为所得结论的特殊反例.
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1964年,Shephard提出一个著名的关于n维欧氏空间Rn 中两个凸体在超平面上的投影体的体积大小

与凸体本身体积大小之间关系的问题[1].即:设K1,K2为Rn 中的两个凸体,如果对于任意的u∈Sn-1(Sn-1

为n-1维单位球面),若有

Vn-1(K1|u⊥)≥Vn-1(K2|u⊥)
是否必有

V(K1)≥V(K2)
其中Vn-1(Ki|u⊥)(i=1,2)为凸体Ki在与单位方向u垂直的n-1维超平面上正交投影体的n-1维体积,

V(Ki)为凸体Ki 的体积.
关于Shephard问题的研究有很丰富的结果.文献[2-3]详细讨论了当K1,K2为Rn 中两个中心对称的

凸体时的Shephard问题:当n=2时,在欧氏平面上该问题对两中心对称的凸体是正确的;但当n=3时,文

献[2]利用一特殊双锥和球举出该问题的一个精确反例;当n≥3时,人们已能用变分法举出各种反例,但

在适当的条件限制下该问题是正确的.当K1,K2 为R2 中两个不全为中心对称的凸体时,人们用Reuleaux
三角形和圆比较,举出平面上两个不全为中心对称的凸体关于Shephard问题的反例(参见文献[2]).

本文研究了平面上的Shephard问题,利用文献[4]中构造的新的常宽凸集 ——— 等腰常宽梯形和椭圆,
我们举出了非对称Shephard问题的一类反例.即存在平面上两个凸集Ki(i=1,2),满足

V1(K1|u⊥)>V1(K2|u⊥)   u∈S1

而

V(K1)<V(K2)

1 预备知识

欧氏空间Rn 中的点集K 称为凸集,若对于x,y∈K 及0≤λ≤1,恒有
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λx+(1-λ)y∈K
  在平面直角坐标系XOY 中,任意一条直线G可用原点到它的距离p 和从X 正半轴到其法线的夹角ϕ
来确定,这样直线G 的方程G(p,ϕ)为

xcosϕ+ysinϕ-p=0   0≤p<+∞,0≤ϕ<2π
当直线G 过原点时,p=0.

设K 为有界闭凸集,它沿ϕ方向的支持函数定义为

p=sup{p1:G(p1,ϕ)∩K ≠Ø} (1)
与(1)式中p相应的直线G(p,ϕ)称为K 沿ϕ方向的支持线,支持线把平面分成两个部分,使K 完全包含

在其中的一个半平面内.支持函数在积分几何与凸几何中占有非常重要的地位,凸集的一些基本量能用它

来表示.
凸集K 的宽度函数定义为

w(ϕ)=p(ϕ)+p(ϕ+π) (2)
由(2)式可见,w(ϕ)是对应于方向ϕ和ϕ+π的平行支持线间的距离,称之为凸集K 沿ϕ 方向的宽度.若

w(ϕ)≡d(常数),则称K 为常宽凸集,其边界曲线K 称为常宽曲线.
显然圆是常宽凸集.德国工程师Reuleaux在1876年发现了不是圆的常宽凸集 ———Reuleaux三角形,

其构造为:在等边三角形 △A1A2A3 中分别以A1,A2,A3 为圆心,A1A2,A2A3,A3A1 为半径,作弧A2A
췍 췍——

3,

A3A
췍 췍——

1,A1A
췍 췍——

2,由这3段圆弧围成的凸域是非圆的常宽凸集,称为Reuleaux三角形.然后类似地又由等边

(2n+1)(n≥2)边形的每个顶点向对边作圆弧,构造出非圆的常宽凸集,即Reuleaux多边形.著名的

Blaschke-Lebesgue定理说明:在所有宽度为2d 的平面常宽凸集中,Reuleaux 三角形的面积最小.
Blaschke[5]和Lebesgue[6-7]首先给出该定理的证明,后来数学家们又给出一些精彩的证明[8-10].

2 Shephard问题的一类反例

文献[4]利用对角线等于底边长的等腰梯形构造了一类新的常宽凸集 ——— 常宽等腰梯形(如图1
所示).

图1 常宽等腰梯形

在等腰梯形ABCD 中,设|AC|=|BD|=|CD|=2d,AC 与BD 相交于点O,则:
(a)以O 为圆心,分别以|OA|为半径作弧︵AB,以|OD|为半径作弧︵CD;
(b)以C为圆心,以2d为半径作弧︵AD;
(c)以D 为圆心,以2d为半径作弧︵BC.
引理1[4] 由图1中4段圆弧组成的曲线是宽度为2d的常宽曲线,所围凸域为常宽凸集,即常宽

等腰梯形.

这类常宽等腰梯形的面积由两对角线的夹角 ∠COD=2θ π
6 ≤θ≤ πæ

è
ç

ö

ø
÷

2
及宽度2d决定.
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引理2[4] 宽度为2d的常宽等腰梯形的面积为

S(K)=2d
2

sin2θ
(πsin2θ+θ-2θsinθ-sinθcosθ)   π6 ≤θ≤ π2

  引理3 设函数

f(θ)= 2
πsin2θ

(πsin2θ+θ-2θsinθ-sinθcosθ)

则f(θ)在 π
6
,πé

ë
êê

ù

û
úú2
上单调递增,其值域为 2-23π
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证  对于任意的θ∈ π
6
,πé
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ù

û
úú2
,有

f′(θ)=4cosθπsin3θ
(1-sinθ)(tanθ-θ)≥0

故f(θ)在 π
6
,πé

ë
êê

ù

û
úú2
上单调递增.又因

f πæ
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因此f(θ)在 π
6
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上的值域为 2-23π
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引理4 设K2 是方程为x2

a2 +y2
b2 =1(a≥b)的椭圆,设θ∈ π

6
,πé

ë
êê

ö

ø
÷

2
,当

2a
πsin2θ

(πsin2θ+θ-2θsinθ-sinθcosθ)<b≤a (3)

时,必存在宽度为2d的常宽等腰梯形K1,使得

a<d<sinθ abπ
2(πsin2θ+θ-2θsinθ-sinθcosθ)

  证  由引理3,对于任意的θ∈ π
6
,πé

ë
êê

ö

ø
÷

2
,有

0<2-23π ≤ 2
πsin2θ

(πsin2θ+θ-2θsinθ-sinθcosθ)<1

不等式两边同乘正实数a,得

0< 2a
πsin2θ

(πsin2θ+θ-2θsinθ-sinθcosθ)<a

故一定存在正实数b,使得

0< 2a
πsin2θ

(πsin2θ+θ-2θsinθ-sinθcosθ)<b≤a

不等式两边同乘aπ,整理得

a<sinθ abπ
2(πsin2θ+θ-2θsinθ-sinθcosθ)

故一定存在正实数d,使得

a<d<sinθ abπ
2(πsin2θ+θ-2θsinθ-sinθcosθ)

  定理1 设K2是方程为x2

a2+y2
b2=1(a≥b)且满足(3)式的一类椭圆,则存在宽度为2d的常宽等腰梯

形K1,对任意的u∈S1,有

L(K1|u⊥)>L(K2|u⊥)
而
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S(K1)<S(K2)
其中S1 为1维单位圆,L(Ki|u⊥)(i=1,2)为Ki 在与u 垂直的方向上投影线段的长,S(Ki)为Ki 的面

积.
证  设图1中K1 是宽度为2d的常宽等腰梯形,|AC|=|BD|=|CD|=2d,∠COD=2θ,由引理2,

其面积为

S(K1)=2d
2

sin2θ
(πsin2θ+θ-2θsinθ-sinθcosθ)   π6 ≤θ< π2

K2 是方程为x2

a2 +y2
b2 =1的椭圆,其面积为

S(K2)=abπ
当椭圆K2 和常宽等腰梯形K1 满足引理4的条件时,由引理4可得

d<sinθ abπ
2(πsin2θ+θ-2θsinθ-sinθcosθ)

即

2d2
sin2θ

(πsin2θ+θ-2θsinθ-sinθcosθ)<abπ

故

S(K1)<S(K2)
而由宽度定义及引理4,有

L(K1|u⊥)=2d>2a≥L(K2|u⊥)≥2b
即

L(K1|u⊥)>L(K2|u⊥)
故定理1得证.

推论1 当宽度为2d的常宽等腰梯形K1 中θ=π6
时,常宽等腰梯形为Reuleaux三角形,椭圆K2 的

长半轴与短半轴长分别为a,b.当

2a
π π-( )3 <b≤a<d< abπ

2π-( )3
时,对任意的u∈S1,有

L(K1|u⊥)>L(K2|u⊥)

S(K1)<S(K2)

  推论2 当宽度为2d的常宽等腰梯形K1 中θ=π6
时,常宽等腰梯形为Reuleaux三角形,而椭圆K2

为半径为r的圆.当

r<d<r π
2 π- 3

时,对任意的u∈S1,有

L(K1|u⊥)>L(K2|u⊥)

S(K1)<S(K2)
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Abstract:Inthispaper,wegiveanexplicitcounterexampletotheShephardproblembytheisoscelestrape-
zoidsofconstantwidthandellipsoidintheEuclideanplaneR2.Especially,theclassicalcounterexampleby
adiscandRealeauxtriangleisgivenasourspecialcase.
Keywords:convexsetofconstantwidth;isoscelestrapezoidofconstantwidth;ellipsoid;Shephardprob-

lem

责任编辑 廖 坤    

5第8期           李泽清,等:平面Shephard问题的一类反例



6 西南大学学报(自然科学版)     http://xbbjb.swu.cn     第36卷


