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一类极大极小分式规划的最优性和对偶①
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摘要:利用(p,r)-η不变凸性函数,讨论了一类极大极小分式规划及其对偶问题:首先,给出并证明了这类极大极

小分式规划的一个最优性充分条件;然后,针对这一类极大极小分式规划问题,提出了它的一个混合型对偶;最

后,在适当的条件下,得到了相应的弱对偶定理,强对偶定理以及严格逆对偶定理.
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极大极小分式规划是多目标规划发展起来的一个重要分支,它不仅是最优化理论研究的重要课题,而

且是博弈论、金融数学、最优控制等研究的重要数学模型.由于多目标规划具有重大的应用价值,对现代

社会的政治、经济、科技乃至军事都已产生了重要的影响,因此,对极大极小分式规划的研究已经成为一

个新的研究热点,引起了众多学者的广泛关注[1-3].
文献[1-2]分别在不变凸性和(F,ρ) 凸性下,给出了极大极小分式规划的对偶规划及其各自的弱对

偶、强对偶和严格逆对偶定理.文献[3]在广义凸性条件下讨论了极大极小分式规划的最优性条件和对偶

性.文献[4]首次在多目标规划中提出了混合型对偶的概念.文献[5]给出了(p,r)-η不变凸函数的概念,

推广了函数的不变凸性.文献[6-7]在文献[5]基础上讨论了单目标和多目标规划问题的最优性条件及

Wolfe对偶性.
本文试利用(p,r)-η不变凸性,探讨如下极大极小分式规划(P)的最优性充分条件和混合型对偶.

minF(x)=sup
y∈Y

f(x,y)
h(x,y)

s.t.g(x)≤0,x∈X (1)

其中:X是Rn 中的非空开子集;Y是Rm 中的紧子集;f(·,·),h(·,·):X× →Y R是可微函数,f(x,y)≥0,

h(x,y)>0;g(·): →X R是可微函数.
设Rn

+ 表示Rn 的非负卦限,又设

J={1,2,…,q},J(x)= j∈J|gj(x)={ }0 ,Y(x)= y∈Y|f(x,y)
h(x,y)=

sup
z∈Y

f(x,z)
h(x,z{ })
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K={(s,t,y)∈N×Rs
+×Rm×s|1≤s≤n+1,t=(t1,…ts)∈Rs

+,y=(y1,…,ys)

且∑
s

i=1
ti=1,yi∈Y(x),i=1,…,s}.

定理A[8](必要条件) 设x* 是(P)的最优解,∇gj(x*)(其中j∈J(x*))线性独立,那么存在(s*,t*,

y)∈K,v* ∈R,u* ∈Rq
+ 使得:

∑
s*

i=1
t*i {∇f(x*,yi)-v*∇h(x*,yi)}+∇∑

q

j=1
u*

jgj(x*)=0 (2)

f(x*,yi)-v*h(x*,yi)=0   i=1,…,s* (3)

∑
q

j=1
u*

jgj(x*)=0 (4)

u* ∈Rq
+,t*i ≥0,∑

s*

i=1
t*i =1,yi∈Y(x*),i=1,…,s* (5)

其中∇(x*,yi)=∂f
(x,yi)
∂x x=x*

.

定理B[1](必要条件) 设x* 是(P)的最优解,∇gj(x*)(其中j∈J(x*))线性独立,则存在(s*,t*,

y)∈K 使得:

∇(
∑
s*

i=1
t*if(x*,yi)+∑

q

j=1
u*

jgj(x*)

∑
s*

i=1
t*ih(x*,yi)

)=0

∑
q

j=1
u*

jgj(x*)=0   u∈Rq
+,

u* ∈Rq
+,t*i ≥0   ∑

s*

i=1
t*i =1

yi∈Y(x*)   i=1,2,…,s*

  定义[5] 设f: →T R是非空开集T⊆Rn 上的可微函数,η:T× →T Rn 是一个向量函数,p,r是

任意实数,如果函数f对所有x ∈T,都满足:

1
re

rf(x)≥ 1re
rf(u)×[1+r

p
∇f(u)(epη(x,u)-1)]   当p≠0,r≠0

1
re

rf(x)≥ 1re
rf(u)×[1+r∇f(u)η(x,u)]   当p=0,r≠0

f(x)-f(u)≥ 1p
∇f(u)(epη(x,u)-1)   当p≠0,r=0

f(x)-f(u)≥ ∇f(u)η(x,u)   当p=0,r=0
以上不等式中的大于关系在x≠u时成立.那么称f是在T 上u处的(p,r)-η不变凸(严格(p,r)-η不

变凸)函数.
注1 若以上不等式中不等号反向,则相应称f为T上u处的(p,r)-η不变凹(严格(p,r)-η不

变凹)函数;当p=0,r≠0时,f是T 上的r-η不变凸函数;当p=0,r=0时,f是T 上的η不变

凸函数[9].

1 最优性充分条件

定理1 设x* 是规划(P)的可行解,(x*,v*,u*,s*,t*,y)满足(2)-(5)式,如果∑
s*

i=1
t*i {f(·,yi)-
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v*h(·,yi)}+∑
q

j=1
u*

jgj(·)是在x* 处的(p,r)-η不变凸函数,那么x* 是(P)的最优解.

注2 以下定理只在(p,r)-η不变凸的p≠0,r≠0情形下证明,其它情形类似可证.
证  假设x 是(P)的任一其它可行解,由已知,有

1
re

r(∑
s*

i=1
t*i {f(x,yi)-v

*h(x,yi)}+∑
q

j=1
u*jgj

(x))≥ 1re
r(∑

s*

i=1
t*i {f(x*,yi)-v

*h(x*,yi)}+∑
q

j=1
u*jgj

(x*))×

{1+r
p
(∑

s*

i=1
t*i {∇f(x*,yi)-v*∇h(x*,yi)}+∑

q

j=1
u*

j ∇gj(x*))(epη(x,x
*)

-1)}

由(3)式得:

∑
s*

i=1
t*i {f(x*,yi)-v*h(x*,yi)}=0

结合(4)式可得:

1
re

r(∑
s*

i=1
t*i {f(x,yi)-v

*h(x,yi)}+∑
q

j=1
u*jgj

(x))≥

1
r
{1+r

P
(∑

s*

i=1
t*i {∇f(x*,yi)-v*∇h(x*,yi)}+∑

q

j=1
u*

j ∇gj(x*))(epη(x,x
*)

-1)}

再由(2)式得:

1
re

r(∑
s*

i=1
t*i {f(x,yi)-v

*h(x,yi)}+∑
q

j=1
u*jgj

(x))≥ 1r
(6)

当r>0时,因

∑
q

j=1
u*

jgj(x)≤0

所以由(6)式得

∑
s*

i=1
t*i {f(x,yi)-v*h(x,yi)}≥0

于是存在i0,使得

f(x,yi0
)-v*h(x,yi0

)≥0
故

sup
y∈Y

f(x,y)
h(x,y)≥

f(x,yi0
)

h(x,yi0
)≥v* =f(x*,y)

h(x*,y)

当r<0时,类似可证.

2 混合型对偶

给定J1,J2,使J1 ∪J2=J={1,2,…,q},且J1 ∩J2=ϕ.记

G(W,z)=
∑
s

i=1
tif(z,yi)+∑

j∈w
ujgj(z)

∑
s

i=1
tih(z,yi)

,W ∈ {J1,J2}

对规划(P)提出如下的混合型对偶:(MD)

max
(s,t,y)∈K

 sup
(x,u)∈H(s,t,y)

G(J1,z)
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这里 H(s,t,y)表示满足条件(7),(8)的(z,u)∈Rn ×Rq
+ 的集合:

∇(
∑
s

i=1
tif(z,yi)+∑

q

j=1
ujgj(z)

∑
s

i=1
tih(z,yi)

)=0 (7)

∑
j∈J2

ujgj(z)≥0 (8)

如果集合 H(s,t,y)是空集,那么规定它的上确界为-∞.
注3 当J1=ϕ时,由yi∈Y(z),i=1,2,…,s,知G(J1,z)=F(z),可见此时(MD)为文献[1-2]

中的对偶规划(DII);当J2=ϕ时,(MD)为文献[1-2]中的对偶规划(DIII).记

m(·)=∑
s

i=1
tih(·,yi),φ(·)=m(z){[∑

s

i=1
tif(·,yi)+∑

j∈J
ujgj(·)]-m(·)G(J,z)}

φ1(·)=m(z)[∑
s

i=1
tif(·,yi)+∑

j∈J
ujgi(·)],φ2(·)=m(·)[∑

s

i=1
tif(z,yi)+∑

j∈J
ujgj(z)]

  定理2(弱对偶定理) 设x 和(z,u,s,t,y)分别是(P)和(MD)的可行解,若下列条件之一成立:

(a)φ(·)是在z处的(p,r)-η不变凸函数;

(b)φ1(·)和φ2(·)分别是在z处的(p,r)-η不变凸和(p,r)-η不变凹函数,则F(x)≥G(J1,z).

证  若(a)成立,则1
re

rφ(x)≥ 1re
rφ(z)[1+r

p
∇φ(z)(e

pη(x,z)-1)].

由(7)式可得 ∇φ(z)=0,而φ(z)=0,故

φ(x)=m(z){[∑
s

i=1
tif(x,yi)+∑

j∈J
ujgj(x)]-m(x)G(J,z)}≥0

[∑
s

i=1
tif(x,yi)+∑

j∈J
ujgj(x)]-m(x)G(J,z)≥0

因此

G(J,x)≥G(J,z)

又因为

∑
j∈J2

ujgj(x)≤0,∑
j∈J2

ujgj(z)≥0

所以

G(J1,x)≥G(J,x)≥G(J,z)≥G(J1,z)

于是

G(J1,z)≤G(J1,x)≤
∑
s

i=1
tif(x,yi)

∑
s

i=1
tih(x,yi)

=∑
s

i=1

tih(x,yi)

∑
s

i=1
tih(x,yi)

·f(x,yi)
h(x,yi)≤

sup
y∈Y

f(x,y)
h(x,y)=

F(x) (9)

若(b)成立,则

1
re

rφ1(x)≥ 1re
rφ1(z)[1+r

p
∇φ1(z)(e

pη(x,z)-1)] (10)

1
re

rφ2(x)≤ 1re
rφ2(z)[1+r

p
∇φ2(z)(e

pη(x,z)-1)] (11)
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由(7)式可得 ∇φ1(z)-∇φ2(z)=0,而φ1(z)=φ2(z),故将(10),(11)两式相减可得

1
re

rφ1(x)-1re
φ2(x)≥ 1re

rφ1(z)[r
p
(∇φi(z)-∇φ2(z))×(e

pη(x,z)-1)]=0

φ1(x)≥φ2(x)

m(z)[∑
s

i=1
tif(x,yi)+∑

j∈J
ujgj(x)]≥m(x)[∑

s

i=1
tif(z,yi)+∑

j∈J
ujgj(z)]

G(J,x)≥G(J,z)

由(a)知(9)式成立.
定理3(强对偶定理) 假设x* 是(P)的最优解,∇gj(x*)(其中j∈J(x*))线性独立,若对(MD)

的所有可行解(z,u,s,t,y)下列条件之一成立:

(a)φ(·)是在z处的(p,r)-η不变凸函数;

(b)φ1(·),φ2(·)分别是在z处的(p,r)-η不变凸函数和(p,r)-η不变凹函数,则(P)和(MD)的

最优值相等.
证  由定理B知,(x*,u*,s*,t*,y)是(MD)的可行解,且u*

jgj(x*)=0,j=1,…,q,又由于yi∈

Y(x*),i=1,…,s,所以

F(x*)=f(x*,yi)
h(x*,yi)=

∑
s

i=1
t*if(x*,yi)

∑
s

i=1
t*ih(x*,yi)

=G(J1,x*)

由定理2知(P)和(MD)的最优值相等.
定理4(严格逆对偶定理) 设x,(z,u,s,t,y)分别是(P)和(MD)的最优解,且 ∇gj(x)(其中j∈

J(x))线性独立,若对所有(s,t,y)∈K,(z,u)∈H(s,t,y),下列条件之一成立:

(a)φ(·)是在x 处的严格(p,r)-η不变凸函数;

(b)φ1(·),φ2(·)分别是在x处的严格(p,r)-η不变凸函数和严格(p,r)-η不变凹函数,则x=z.

证  假设x≠z,若(a)或(b)成立,仿照定理2的证明易得:

G(J1,z)<G(J1,x)≤
∑
s

i=1
tif(x,yi)

∑
s

i=1
tih(x,yi)

≤sup
y∈Y

f(x,y)
h(x,y)

=F(x)

而由定理3知F(x)=G(J1,z),与上式矛盾.定理4得证.
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OptimalityandDualityforaClassof
Max-MinFractionalProgramming

JIAOHe-hua
CollegeofMathematicsandComputer,YangtzeNormalUniversity,FulingChongqing408100 ,China

Abstract:Using(p,r)-ηinvexityfunctions,aclassofmax-minfractionalprogramminganditsduality

problemareconsidered.First,anoptimalitysufficientconditionisgivenandprovedfortheclassofmax-
minfractionalprogramming.Next,amixed-typedualityfortheclassofmax-minfractionalprogramming

problemisformulated.Finally,theresultsaboutweakduality,strongdualityandstrictlyreverseduality

areobtainedundersuitableconditions.

Keywords:(p,r)-ηinvexityfunction;max-minfractionalprogramming;optimalitycondition;mixed-
typeduality
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