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简化的双线性法求Lax型

7阶KdV方程的多孤子解①

张金华, 李 薇

红河学院 数学系,云南 蒙自661100

摘要:应用简化的双线性方法研究由Lax导出的7阶KdV方程.通过一些辅助函数的特殊表达式作为解的假设,

利用数学软件计算获得了该方程的两孤子解和三孤子解,并给出两孤子解和三孤子解的三维图和二维图,直观地

显示了这两种孤子解的动力学行为,同时也体现了简化的双线性方法在解可积方程中的有效性.
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非线性问题的研究工作是目前数学和物理领域极为重要的研究课题,其研究成果在非线性领域有

着非常广泛的应用并产生了比较深远的影响.特别是在非线性发展方程的精确求解方面,非线性方程的

多孤子解的研究已经成为非线性领域的一大亮点.求解非线性发展方程的多孤子解如今有许多方法,
如:Darboux[1-2]变换法、Bäcklund变换法[3-4]、反散射法[5-6]和广田法[7-8]等.传统广田法必须结合相

关变换并利用双线性微分算子(即D- 算子)将非线性偏微分方程化为双线性微分算子方程,然后通过

摄动法才能求解.例如:求解KdV方程ut+6uux+uxxx =0时,在变换u=2[lnf(x,t)]xx 下,将KdV
方程化为双线性方程Dx(Dt+D3

x)f·f=0,然后利用摄动方法将f展开成小参数ε的幂级数f=1+εf1

+ε2f2+ε3f3+… 的形式,通过截断来获得精确解.广田法是一种普遍实用的双线性方法.文献[9]中

应用广田法,成功获得了5阶KdV方程的多孤子解.关于广田法的另外一些应用可参见文献[10]中引

用的文献.然而,应用广田法求解非线性发展方程的多孤子解,关键是把非线性方程双线性化,实现这

一步往往比较困难,当一些方程的非线性项比较多,阶数较高时,往往难于找到甚至找不到它们的双线性

微分算子方程,比如本文即将研究的7阶KdV方程,实现双线性化就非常困难.文献[11-12]提出:“非线

性方程的双线性化并不是必须的”,于是这些文献给出了一种双线性方法的简化形式.作为应用方面的推

广,本文利用这种简化的广田法来研究下列由Lax导出的7阶KdV方程[13-15],

ut+[35u4+70(u2uxx +uu2
x)+7(2uuxxxx +3u2xx +4uxuxxx)+uxxxxxx]x =0 (1)

方程(1)作为水波模型,可以揭示和解释水波的运动规律和出现的各种非线性水波现象,非常有应用价值.
本文所应用的这种简化的广田法,与原始的广田法相比较,无需寻找它的双线性算子.众所周知,寻找一

个高阶的非线性发展方程的双线性算子是非常困难的.如果应用这种简化的广田法,就可以避开这个难

点,而且计算简单有效.下面我们来介绍这种简化的广田法.
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1 方法介绍

对于非线性方程

P(u,ux,ut,uxt,uxx,utt,…)=0 (2)
作如下非线性变换

u=u(f) (3)
其中f=f(x,t).将(3)式带入(2)式得到

Q(f)=0 (4)
对于方程(4),定义线性算子L·和非线性算子N1·,N2·,N3·,…,将(4)式化简.显然,寻找线性算子

L·和非线性算子N1·,N2·,N3·,…要比找双线性算子D容易得多.利用一个线性算子L·和多个非线

性算子N1·,N2·,N3·,… 相结合的方法来分化一次性获得双线性算子D 的难点,即绕开双线性算子也

可以求解方程(2),这就是简化的广田法的妙用,它与传统的广田法相比,可以避开寻找双线性算子D的难

点,而且计算简单高效.
设

f(x,t)=1+εf1+ε2f2+ε3f3+…+εrfr+… (5)
将(5)式代入(4)式得到关于ε的多项式.

令关于ε各次幂的系数为零,得到关于f1,f2,f3…fr,… 的系列递推方程:

ε:L·f1=0 (6)

ε2:L·f2=N1(f1,f1)+… (7)

ε3:L·f3=N2(f1,f1,f1)+N1(f1,f2)+… (8)
…

以上系列递推方程(6)-(8)的特点是方程右边的各项依赖于前面方程的解.前面方程的解f1,f2,f3…fr,…
中有一个fi=0,代入后面的方程,通过后续运算可验证得到所有的fk=0(k>i),由此(5)式被截断,从而

得到非线性方程(2)的精确解.
分别取f1=eξ1,f1=eξ1+eξ2,f1=eξ1+eξ2+eξ3,其中ξi=gi(x,t)(i=1,2,3)代入递推方程(6)-(8)

确定f1,f2,f3…,将确定的f1,f2,f3…代入(5)式和(3)式得到非线性方程(2)的单孤子解、双孤子解和三孤子

解.依此类推,可以进一步得到非线性方程(2)的n(n>3)孤子解.

2 Lax型7阶KdV方程的多孤子解

下面我们将用上述方法求Lax型7阶KdV方程的多孤子解.
设方程(1)的非线性变换为

u(x,t)=M[ln(f)]xx (9)
其中M 为待定常数.

将(9)式代入(1)式容易确定M=2,于是有

u(x,t)=2[ln(f)]xx (10)
其中f=f(x,t)为待定函数.

将(10)式代入(1)式,方程(1)被化为下列关于f的齐次微分方程

(-fxxt-f9x)f5+(2fxfxt+9f8xfx +8f7xfxx -14f5xf4x +fxxft)f4+(-44f7xf2
x +56f5xfxfxxx -

2f2xft-28f5xf2
xx +70f24xfx -56f6xfxfxx)f3+(140f4xfxf2

xx -420f4xf2
xfxxx +140f6xf3

x +
140f5xf2

xfxx)f2+(560f2xxxf3
x -280f2xxf2

xfxxx -280f5xf4
x)f-560fxxf4

xfxxx +280f4xf5
x +

280f3xxf3
x =0 (11)

将方程(11)简写为

f5L·f+f4N1(f,f)+f3N2(f,f,f)+f2N3(f,f,f,f)+
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fN4(f,f,f,f,f)+N5(f,f,f,f,f,f)=0 (12)
在(12)式中定义了线性算子L·及非线性算子N1,N2,N3,… 分别为:

L·=-fxxt-f9x
N1(f,g)=2fxgxt+9f8xgx +8f7xgxx -14f5xg4x +fxxgt

N2(f,g,h)=-44f7xgxhx +56f5xgxhxxx -2fxgxht-28f5xgxxhxx +70f4xg4xhx -56f6xgxhxx

N3(f,g,h,j)=140f4xgxhxxjxx -420f4xgxhxjxxx +140f6xgxhxjx +140f5xgxhxjxx

N4(f,g,h,j,k)=560fxxxgxxxhxjxkx -280fxxgxxhxjxkxxx -280f5xgxhxjxkx

N5(f,g,h,j,k,l)=-560fxxgxhxjxkxlxxx +280f4xgxhxjxkxlx +280fxxgxxhxxjxkxlx

这里的f,g,h,j,k,l均为辅助函数.为了得到方程(1)的孤子解,设

f(x,t)=1+εf1+ε2f2+ε3f3+…+εrfr+… (13)
式中fr(r=1,2,3,…)为待定函数,ε是小参数.

利用数学运算软件 maple,将(13)式代入(12)式,合并ε的同次幂,令εr 的系数为零,得到关于

fr(r=1,2,3,…)的系列递推方程:

ε:L·f1=0 (14)

ε2:L·f2=-5f1(L·f1)-N1(f1,f1) (15)

ε3:L·f3=-4f1N1(f1,f1)-N2(f1,f1,f1)-N1(f1,f2)-
N1(f2,f1)-(10f21+5f2)(L·f1)-5f1(L·f2) (16)

ε4:L·f4=-N2(f2,f1,f1)-N1(f2,f2)-N1(f3,f1)-
N2(f1,f1,f2)-N3(f1,f1,f1,f1)-N1(f1,f3)-

N2(f1,f2,f1)-5(L·f1)f3-3f1N2(f1,f1,f1)-4f1N1(f1,f2)-4f1N1(f2,f1)-
10(L·f2)f21-5f1(L·f3)-10(L·f1)f31-20(L·f1)f1f2-5(L·f2)f2-

N1(f1,f1)(6f21+4f2) (17)
…

首先考虑求方程(1)的单孤子解,设

f1=eξ,ξ=kx-vt (18)
其中k,v为待定常数.将(18)式代入线性方程(14),得到色散关系v=k7,k为任意常数.于是

f1=eξ,ξ=kx-k7t (19)
将(19)式代入方程(15)的右端,方程(15)变为

L·f2=0 (20)
求解方程(20)得f2=0.将f1,f2 代入后面的系列递推方程(16),(17)易得fr=0(r≥2),由此(13)式被

截断.若取(13)式中的ε=1,由(19),(13),(10)式得到方程(1)的单孤子解.

u=2k
2
1eξ1

1+eξ1
-2k

2
1(eξ1)2

(1+eξ1)2
(21)

其次考虑求方程(1)的双孤子解,设

f1=∑
2

i=1
eξi,ξi=kix-vit   i=1,2 (22)

式中ki,vi 待定.将(22)式代入线性方程(14),得到色散关系

v1=k71,v2=k72 (23)
将(22),(23)式代入(15)式右边,得到

L·f2=7k1k2(k1+k2)(k1-k2)2(k21+k1k2+k22)2eξ1+ξ2,ξi=kix-k7it   i=1,2 (24)
求解线性方程(24),得到

f2=
(k1-k2)2
(k1+k2)2

eξ1+ξ2,ξi=kix-k7it   i=1,2 (25)
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将(22),(23),(25)式代入(16)式得到

L·f3=0 (26)
解之易得f3=0.将f1,f2,f3 代入后面的系列递推方程(17)易得fr=0(r≥3),由此(13)式被截断.若

(13)式中的ε=1,得到

f=1+ek1x-k71t+ek2x-k72t+
(k1-k2)2
(k1+k2)2

eξ1+ξ2,ξi=kix-k7it   i=1,2 (27)

将(27)式代入(10)式得到方程(1)的双孤子解.

u(x,t)=2ln1+ek1x-k71t+ek2x-k72t+
(k1-k2)2
(k1+k2)2

eξ1+ξæ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

2

xx
(28)

其中ξi=kix-k7it,i=1,2.
最后求方程的三孤子解.设

f1=∑
3

i=1
eξi,ξi=kix-vix   i=1,2,3 (29)

式中ki,vi 待定.将(29)式代入线性方程(14),得到色散关系

v1=k71,v2=k72,v3=k73 (30)

f1=ek1x-k71t+ek2x-k72t+ek3x-k73t (31)
将(31)式代入(15)式得到

L·f2=7k1k2(k1+k2)(k1-k2)2(k21+k1k2+k22)2e
(k1+k2)x-(k71+k

7
2)t+

7k1k3(k1+k3)(k1-k3)2(k21+k1k3+k23)2e
(k1+k3)x-(k71+k

7
3)t+

7k2k3(k2+k3)(k2-k3)2(k22+k2k3+k23)2e
(k2+k3)x-(k72+k

7
3)t (32)

设

f2=A12e
(k1+k2)x-(k71+k

7
2)t+A13e

(k1+k3)x-(k71+k
7
3)t+A23e

(k2+k3)x-(k72+k
7
3)t (33)

将(33),(30),(29)式代入(15)式解得

A12=
(k1-k2)2
(k1+k2)2

,A13=
(k1-k3)2
(k1+k3)2

,A23=
(k2-k3)2
(k2+k3)2

(34)

f2=
(k1-k2)2
(k1+k2)2

e
(k1+k2)x-(k71+k

7
2)t+

(k1-k3)2
(k1+k3)2

e
(k1+k3)x-(k71+k

7
3)t+

(k2-k3)2
(k2+k3)2

e
(k2+k3)x-(k72+k

7
3)t (35)

将(31),(35)式代入(16)式得

L·f3=7
(k1-k2)2(k1-k3)2(k2-k3)2(k1+k2+k3)2

(k1+k2)(k1+k3)(k2+k3)
(k42+k41+5k21k2k3+5k1k2k23+2k32k3+3k22k23+2k33k2+2k31k2+

3k21k22+2k1k32+k43+2k31k3+3k21k23+2k23k1+5k1k22k3)e
(k1+k2+k3)x-(k71+k

7
2+k

7
3)t (36)

解方程(36)得到

f3=
(k1-k2)2(k1-k3)2(k2-k3)2
(k1+k2)2(k1+k3)2(k2+k3)2

e
(k1+k2+k3)x-(k71+k

7
2+k

7
3)t (37)

将(31),(35),(37)式代入系列递推方程(17)得到

L·f4=0 (38)
解之易得f4=0.将f1,f2,f3,f4 代入后面的系列递推方程易得fr=0(r≥4),由此(13)式被截断.

将(31),(35),(37)式代入(13)式,取(13)式中的ε=1,得到

f=1+eξ1 +eξ2 +eξ3 +
(k1-k2)2
(k1+k2)2

eξ1+ξ2 +
(k1-k3)2
(k1+k3)2

eξ1+ξ3 +
(k2-k3)2
(k2+k3)2

eξ2+ξ3 +

(k1-k2)2(k1-k3)2(k2-k3)2
(k1+k2)2(k1+k3)2(k2+k3)2

eξ1+ξ2+ξ3,ξi=kix-k7it   i=1,2,3 (39)
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将(39)式代入(10)式得到方程(1)的三孤子解.
u(x,t)=2[ln(f)]xx (40)

其中f由(39)式确定.
对于其它n(n≥4)孤子解,可以用类似方法得到.为了能够直观地显示这两种孤立子解的运动现象,

利用数学软件绘出了双孤子解及三孤子解的三维图形和二维图形,见图1和图2.

图1 双孤子解的三维和二维波形图

图1中波形图参量值:图1(a)中k1=1.01,k2=-0.7,-10.5≤x≤10.5,-10.5≤t≤10.5;图

1(b)中k1=1.01,k2=-0.7,-15.5≤x≤15.5,t=3.5;图1(c)中k1=1.01,k2=-0.7,-15.5≤
x≤15.5,t=4.4;图1(d)中k1=1.01,k2=-0.7,-15.5≤x≤15.5,t=5.5.

图2中波形图参量值:图2(a)中k1=1.005,k2=0.69,k3=-0.85,-15.5≤x≤15.5,-10.5≤
t≤10.5;图2(b)中k1=1.005,k2=0.69,k3=-0.85,-20.5≤x ≤20.5,t=-0.25;图2(c)中

k1=1.005,k2=0.69,k3=-0.85,-20.5≤x≤20.5,t=3.5;图2(d)中k1=1.005,k2=0.69,k3=
-0.85,-20.5≤x≤20.5,t=13.5.

图1显示的是两个振幅不相同的水波在水面上运动的现象,图2显示的是3个振幅不相同的水波在

水面传播的动力学现象.根据孤立子理论,我们知道,振幅大的水波的运动速度比振幅小的水波的运动

速度快,经过一段时间以后,高波一定能够追上矮波,发生碰撞后相互分开,这种运动现象,在图1和图

2中就能够直观地显示出来.例如:在图2(b)中,左右两边是两列高波,中间是一列矮波,左边第一列

具有最高振幅的孤立波的运动速度最快,当时间增加时,它赶上并超过了中间的那一列矮波(图2(c)),

5第9期      张金华,等:简化的双线性法求Lax型7阶KdV方程的多孤子解



随着时间增加,这列高波赶上并超过了原来右边的那列孤立波(图2(d)),最终形成了三列孤立波按高矮

顺序排列传播的情况.

图2 三孤子解的三维和二维波形图

3 结  论

我们应用简化的广田法,在数学软件的帮助下,成功地获得了7阶 KdV方程的两孤子解和三孤子

解,并讨论了它们的动力学性质,给出了它们的波形图(图1,图2),直观地揭示2个水波和3个水波在水

面上的传播现象以及波与波之间的相互作用即碰撞和追赶的效果.特别解(40)式中的函数f极其复杂,
比文献[13-15]中的结果更新颖,这是对方程(1)研究成果的很好补充.
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ASimpliedBilinearMethodforSolving
SeventhOrderKdVEquationsoftheLaxType

ZHANGJin-hua, LI Wei
DepartmentofMathematics,HongheUniversity,MengziYunnan661100,China

Abstract:Usingasimplifiedbilinearmethod,westudytheseventhorderKdVequationgivenbyLax.By
somespecialauxiliaryfunctionsandemployingamathematicalsoftware,two-solitonsolutionsandthree-
solitonsolutionsofthisequationareobtained,The3Dand2Dgraphsoftwo-solitonsolutionsandthree-
solitonsolutionsaregiven,andthepropertiesofthesemulti-solitonsolutionscanbedirectlyperceived
throughthesenses.Itshowsthatthesimplifiedbilinearmethodisveryvalidtosolveintegrableequations.
Keywords:simplifiedbilinearmethod;seventhorderKdVequation;Hirotamethod;multi-solitonsolu-

tion
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