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约束向量优化问题的良定性①
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摘要:建立了约束向量优化问题的有限理性模型.利用这个模型给出了约束向量优化问题的Levitin-Polyak良定性

和Hadamard良定性概念且更进一步统一了两种不同类型良定性的概念.在一个抽象的框架下,给出了约束向量优

化问题的各种良定性的充分条件.

关 键 词:良定性;向量优化问题;有限理性模型

中图分类号:O177.91    文献标志码:A    文章编号:1673 9868(2014)9 0088 07

最优化问题的良定性主要有两种类型:Tykhonov型良定性与Hadamard型良定性.1966年,文献[1]

对具有唯一解的最优化问题提出了Tykhonov良定性的概念.接着,文献[2]对具有约束的最优化问题提出

了Levitin-Polyak良定性的概念.文献[3]将这两种良定性概念统称为Tykhonov型良定性.后来,一些学

者认为Hadamard曾研究过的微分方程解对参数的连续依赖性问题也是一种良定性,于是提出了 Had-

amard良定性概念.

1993年,文献[3]对最优化问题的良定性进行了比较系统的研究.1995年,文献[4]除了继续研究最优

化问题良定性外,还研究了多目标最优化问题良定性、Nash平衡点问题良定性等.最近,文献[5]研究了

最优化问题的良定性、多目标优化问题的良定性、非合作博弈的良定性、非合作广义多目标博弈的良定性

等.这些作者对最优化问题的良定性研究都提出了自己的统一的研究框架,其中文献[5]利用有限理性模

型统一了非线性问题的良定性研究.另一方面,各种良定性也已经被推广到约束向量优化问题[6-9].文献

[6]利用非线性标量化技巧对约束向量优化问题引入了几种类型的Levitin-Polyak良定性和广义Levitin-

Polyak良定性概念并且得到了这几种类型良定的度量刻画.文献[7]在有限维空间的背景下对凸向量优化

问题的Levitin-Polyak良定性建立了度量刻画.文献[8]采用非线性标量化的技巧研究了约束向量优化问题

的Levitin-Polyak良定性.特别地,文献[9]也利用非线性标量化技巧对约束向量优化问题引入了两种

Hadamard良定性概念,并且得到了约束向量优化问题的 Hadamard良定性的充分条件.另外,对其它优

化问题的适定性研究还可以见文献[10-11].通过文献[6-9]不难发现将约束向量优化问题标量化是研究

约束向量优化问题良定性的一种有效手段,而且这些文献都采用非线性标量化的技巧来研究约束向量优化
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问题的Levitin-Polyak良定性和Hadamard良定性.
受到以上文献的启发,本文结合文献[5]中的有限理性模型和文献[6-9]中的非线性标量化技巧研究

约束向量优化问题的Levitin-Polyak良定性和Hadamard良定性.通过这种研究方法更进一步统一了约束

向量优化问题的Levitin-Polyak良定性和Hadamard良定性结论.

1 预备知识

设C是Hausdorff局部凸线性拓扑空间Y 中的一个闭凸锥,且intC≠Ø,e是Y 中的一个固定向量且

e∈intC.定义非线性标量化函数ξe: →Y R如下:

∀y∈Y   ξe(y)=inf{r∈R:y∈re-C}

参考文献[10],非线性标量化函数ξe 具有连续性、次可加性、正齐次性、(严格)单调性(即:如果y2-y1∈C,

则ξe(y1)≤ξe(y2);如果y2-y1∈intC,则ξe(y1)<ξe(y2)),且具有凸性.

性质1[12] ∀r∈R及 ∀y∈Y,非线性标量化函数ξe 有下列性质:

ξe(y)≥r⇔y∉re-intC

这里,C={y∈Y:φ(y)≥0,∀φ∈C*},C* 表示C的对偶锥.如果令C*0={φ∈C*:φ(e)=1},则可

以得到非线性标量化函数ξe 的以下性质:

∀y∈Y   ξe(y)=sup
φ∈C*0

φ(y)

接下来介绍一些必要的预备知识.

定义1 设X 是Hausdorff线性拓扑空间H 中的非空子集,C是Hausdorff局部凸线性拓扑空间Y 中

的闭凸尖锥,F: →X Y,x∈X.

1)如果对Y 中的0的任何开邻域V,存在x在X 中的开邻域U,使 ∀x′∈U,有F(x′)∈F(x)+V-

C(或F(x′)∈F(x)+V+C),则称F在x是C 上半连续(或C 下半连续)的.

2)如果 ∀x∈X,F 在x 是C 上半连续的(或C 下半连续的),则称F在X 上是C 上半连续的(或

C 下半连续的).

3)如果F 在X 上既是C 上半连续的也是C 下半连续的,则称F 在X 上是C 连续的.

引理1[13] 设X 是一个度量空间,{An}是X 中的一列非空紧集,A →n A,其中A是X 中的一个非空

紧集,则

1)∪
+∞

n=1
An ∪A 是X 中的紧集;

2)如果xn ∈An,x →n x,则x∈A.

引理2[13] 设{An}是度量空间X 中的一列非空有界闭集,h(An,A →) 0,其中A是X 中的一个非空

紧集,xn ∈An(n=1,2,3,…),则存在{xn}的子序列{xnk
},使xn →k

x ∈A.

3 有限理性模型与约束向量优化问题的良定性定义

在下文中,如没有做特殊说明,总假设X 是一个完备度量空间,A 是X 中的一个非空紧子集,C 是

Banach空间Y 中的闭凸尖锥,且intC≠Ø.考虑下面约束向量优化问题λ=(F,A):

min
x∈A

F(x)

这里,F: →X Y,如果存在x∈A 使 ∀y∈A,有

F(x)-F(y)∉intC
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则称这样的x∈A 是约束向量优化问题λ 的弱有效解.
接下来,给出全体约束向量优化问题λ的问题空间Λ 如下:

Λ={λ=(F,A):A 是X 中的非空紧集,∃x∈A 使F(x)-F(y)∉intC,∀y∈A,

F: →X Y 在X 上是C 连续的且sup
x∈X
‖F(x)‖ <+∞}

∀λ1=(F1,A1),λ2=(F2,A2)∈Λ,定义距离:

ρ(λ1,λ2)=sup
x∈X
‖F1(x)-F2(x)‖+h(A1,A2)

这里h表示X 上的Hausdorff距离,容易验证(Λ,ρ)是一个度量空间.
引理3 (Λ,ρ)是一个完备度量空间.

证 设{λn=(Fn,An)}是Λ中任意一个Cauchy序列,即∀ε>0,存在正整数N,使∀n,m≥N,有:

ρ(λn,λm)=sup
x∈X
‖Fn(x)-Fm(x)‖+h(An,Am)<ε

因Y 是一个Banach空间,则必存在F(x)∈Y,使当 ∀n≥N 时,有sup
x∈X
‖Fn(x)-F(x)‖ ≤ε.因X 是

完备的,K(X)也是完备的,这里K(X)表示X 中的所有非空紧子集.由h(Am,An)<ε,存在A∈K(X)

使得A →n A.以下证明λ=(F,A)∈Λ,从而(Λ,ρ)是一个完备度量空间.

首先,容易证明F: →X Y 是C 连续的且sup
x∈X
‖F(x)‖ ≤+∞.接下来只需证明,存在x∈A,使

∀y∈A,有F(x)-F(y)∉intC.以下用反证法.假设上述结论不成立,即存在y0∈A,使F(x)-F(y0)∈

intC.此时一定可以找到Y 中零元素的一个开邻域V,使

F(x)-F(y0)+V ⊂intC (1)

由λn =(Fn,An)∈Λ,那么存在xn ∈An(n=1,2,3,…),使

Fn(xn)-Fn(y′)∉intC   ∀y′∈An (2)

因A 和An 是X 的非空紧集并且A →n A,由引理1(1),∪
+∞

n=1
An ∪A 也是X 的一个紧集且{xn}⊂∪

+∞

n=1
An ∪

A,我们不妨设x →n x.由引理1结论2,有x∈A.因y0∈A且A →n A,存在y′n∈An(n=1,2,3,…),

使y′ →n y0.接下来,由(2)式,有

Fn(xn)-Fn(y′n)∉intC (3)

因sup
x∈X
‖Fn(x)-F(x) →‖ 0以及F 在X 上是C 连续,那么一定存在正整数N,使 ∀n≥N,有

Fn(xn)-Fn(y′n)=(Fn(xn)-F(xn))+(F(y′n)-Fn(y′n))+
(F(xn)-F(x))+(F(y0)-F(y′n))+(F(x)-F(y0))∈

V
4+V

4+V
4+V

4+(F(x)-F(y0))=

F(x)-F(y0)+V ⊂intC (4)

显然,(4)式与(3)式矛盾.
接下来,约束向量优化问题的有限理性模型M={Λ,X,f,Φ}定义如下:

췍Λ是一个完备度量空间,X 也是一个完备度量空间;

췍 约束向量优化问题λ的可行约束:f(λ)=A;

췍 约束向量优化问题λ的弱有效解集:

E(λ)={x∈A:F(x)-F(y)∉intC,∀y∈A}

  췍 约束向量优化问题λ的理性函数:
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Φ(λ,x)=sup
y∈A
{-ξe(F(y)-F(x))}=sup

y∈A
inf
φ∈C*0

φ(F(x)-F(y))

  引理4 1)∀λ∈Λ,f(λ)是非空紧集.

  2)∀x∈f(λ),Φ(λ,x)≥0.

  3)λ∈Λ,E(λ)≠Ø;x∈E(λ)当且仅当Φ(λ,x)=0.

  证  1)显然.

  2)∀x∈f(λ)=A,有

Φ(λ,x)=sup
y∈A
{-ξe(F(y)-F(x))}≥-ξe(F(x)-F(x))=0

  3)由Λ的定义,∀λ∈Λ,E(λ)≠Ø.如果x∈E(λ),那么∀y∈A,F(x)-F(y)∉intC.由性质1,

∀y∈A,ξe{F(y)-F(x)}≥0.因此,Φ(λ,x)≤0.由于已经证明Φ(λ,x)≥0,这表明Φ(λ,x)=0.

反过来,如果Φ(λ,x)=sup
y∈A
{-ξe(F(y)-F(x))}=0,则∀y∈A,ξe(F(y)-F(x))≥0.再由性质

1,∀y∈A,F(y)-F(x)∉-intC,也就是说,∀y∈A,F(x)-F(y)∉intC,这表明x∈E(λ).
引理5 Φ(λ,x)在(λ,x)是下半连续的.

证  要证Φ(λ,x)在(λ,x)是下半连续的,则只需证 ∀ε>0,∀λn=(Fn,An →) λ=(F,A)∈Λ,

∀xn ∈A,x →n x ∈A,存在正整数N,使 ∀n≥N,有Φ(λn,xn)>Φ(λ,x)-ε.

首先,由上确界定义,存在y0 ∈A,使

inf
φ∈C*0

φ(F(x)-F(y0))>Φ(λ,x)-ε
2

(5)

因∀φ∈C*0,对固定的元e∈intC,φ(e)=1,那么必存在某个正数a>0,使 ‖φ‖ ≤a.因λ →n λ,故

存在正整数N1,使 ∀n≥N1,有sup
x∈X
‖Fn(x)-F(x)‖≤ε

8a.由于A是一个紧子集,不妨设y →n y0.接

下来,由向量值函数F 在X 上是连续的,必存在正整数N2,使 ∀n≥N2,有

‖F(xn)-F(x)‖ ≤ ε
8a   ‖F

(yn)-F(y0)‖ ≤ ε
8a

(6)

令N=max{N1,N2},∀n≥N,由(6)式,有

‖Fn(xn)-F(x)‖ ≤ ε
4a   ‖Fn(yn)-F(y0)‖ ≤ ε

4a
(7)

由(7)式,有

|φ(Fn(xn)-F(yn))-φ(F(x)-F(y0))|=

|φ(Fn(xn)-F(x))+φ(F(y0)-F(yn))|≤

‖φ‖‖Fn(xn)-F(xn)‖+‖φ‖‖Fn(yn)-F(y0)‖ <ε
2

(8)

由(8)式,得

φ(Fn(xn)-F(yn))>φ(F(x)-F(y0))-ε
2

从而

inf
φ∈C*0

φ(Fn(xn)-F(yn))≥ inf
φ∈C*0

φ(F(x)-F(y0))-ε
2

(9)

最后由(9)式与(5)式,有

Φ(λn,xn)≥ inf
φ∈C*0

φ(Fn(xn)-F(yn))≥ inf
φ∈C*0

φ(F(x)-F(y0))-ε
2 >Φ(λ,x)-ε
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  接下来,利用约束向量优化问题有限理性模型给出这个问题的Levitin-Polyak良定性与 Hadamard良

定性的定义.为了实现这个目标,首先给出一个重要的引理.
引理6 ∀λ∈Λ和 ∀ε>0,Φ(λ,x)=sup

y∈A
{-ξe(F(y)-F(x))}≤ε成立的充分必要条件是

F(x)-F(y)-εe∉intC   ∀y∈A

  证  充分性 如果∀y∈A,F(x)-F(y)-εe∉intC,则∀y∈A,F(y)-F(x)∉-εe-intC.
由性质1,有ξe(F(y)-F(x))≥-ε,∀y∈A.因此,

Φ(λ,x)=sup
y∈A
{-ξe(F(y)-F(x))}≤ε

  必要性 如果∀λ∈Λ,∀ε>0,Φ(λ,x)=sup
y∈A
{-ξe(F(y)-F(x))}≤ε,则∀y∈A,-ξe(F(y)-F(x))

≤ε.由性质1,∀y∈A,F(y)-F(x)∉-εe-intC.即

F(x)-F(y)-εe∉intC   ∀y∈A

  注1 由引理6,∀εn >0且ε →n 0,有如下结果:

췍 约束向量优化问题λ∈Λ的解集:

E(λ)={x∈X:x∈f(λ),Φ(λ,x)=0}

  췍 约束向量优化问题λn ∈Λ(n=1,2,3,…)的解集:

E(λn)={x∈X:x∈f(λn),Φ(λn,x)=0}

  췍 约束向量优化问题λ∈Λ的Levitin-Polyak逼近解集:

E(λ,εn)={x∈X:d(x,f(λ))≤εn,Φ(λ,x)≤εn}

  췍 约束向量优化问题λn ∈Λ(n=1,2,3,…)的Levitin-Polyak逼近解集:

E(λn,εn)={x∈X:d(x,f(λn))≤εn,Φ(λn,x)≤εn}

  由注1以及参考文献[5,11],约束向量优化问题λ的良定性的定义如下:

  定义2 ∀λ∈Λ且E(λ)≠Ø.

1)如果 ∀xn ∈E(λ,εn),εn >0且ε →n 0,必存在{xn}的子序列{xnk
}使xn →k

x ∈E(λ),则称约

束向量优化问题λ是广义Levitin-Polyak良定的(简称GLP-wp);

2)如果E(λ)={x}(单点集),∀xn∈E(λ,εn),εn>0且ε →n 0,必有x →n x,则称约束向量优化问

题λ是Levitin-Polyak良定的(简称:LP-wp).
定义3 ∀λ∈Λ且E(λ)≠Ø.

1)如果 ∀λn∈Λ,λ →n λ,∀xn∈E(λn),必存在{xn}的子序列{xnk
}使xn →k

x ∈E(λ),则称约束

向量优化问题λ是广义Hadamard良定的(简称GH-wp);

2)如果E(λ)={x}(单点集),λ →n λ,∀xn ∈E(λn),必有x →n x,则称约束向量优化问题λ 是

Hadamard良定的(简称H-wp).
定义4 ∀λ∈Λ且E(λ)≠Ø.

1)如果∀λn∈Λ,λ →n λ,∀xn∈E(λn,εn),εn>0且ε →n 0必存在{xn}的子序列{xnk
}使xn →k

x∈

E(λ),则称约束向量优化问题λ是广义良定的(简称G-wp);

2)如果E(λ)={x}(单点集),λ →n λ,∀xn∈E(λn),必有x →n x,则称约束向量优化问题λ是良定

的(简称wp).

4 主要结果

定理1 1)∀λ∈Λ,约束向量优化问题λ是G-wp.
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2)∀λ∈Λ,如果E(λ)={x}(单点集),则约束向量优化问题λ是wp.
证  1)∀λn∈Λ,λ →n λ,∀xn∈E(λn,εn)则d(xn,f(λn))≤εn,Φ(λn,xn)≤εn.由d(xn,f(λn))

≤εn,必存在un∈f(λn),使d(xn,un →) 0.由引理2,{un}存在一个子序列{unk
}使un →k

x∈f(λ).由

d(xnk
,x)≤d(xnk

,unk
)+d(unk

,x →) 0

有xn →k
x ∈f(λ).接下来,由引理4与引理5得:

0≤Φ(λ,x)≤liminf
n

→
k

0   Φ(λnk
,xnk

)≤0

从而Φ(λ,x)=0,即x∈E(λ).因此,约束向量优化问题λ必是G-wp.

2)反证法.如果{xn}→/ x,则存在x 的开邻域O 以及{xn}的子序列{xnk
},使xnk

∉O.因E(λ)=

{x}(单点集),由(1)式的结论,存在{xnk
}的子序列收敛于x,这与xnk

∉O 矛盾.

推论1 1)如果约束向量优化问题λ∈Λ是G-wp,则问题λ必是GLP-wp;

2)如果约束向量优化问题λ∈Λ是wp,则问题λ必是LP-wp.
证  1)∀xn ∈E(λ,εn),εn >0,ε →n 0,定义:λn=λ(n=1,2,3,…),则λ →n λ,xn∈E(λn,εn).

因约束向量优化问题λ是G-wp,故{xn}必存在一个子序列{xnk
}使xn →k

x∈E(λ).因此,问题λ一定是

GLP-wp.

2)类似于定理1中(2)的证明过程,容易得到这一结论.
推论2 1)如果约束向量优化问题λ∈Λ是G-wp,则问题λ必是GH-wp;

2)如果约束向量优化问题λ∈Λ是wp,则问题λ必是H-wp.
证  1)∀λn ∈Λ,λ →n λ,∀xn∈E(λn),定义εn=0(n=1,2,3,…),则xn∈E(λn,εn).因约束向

量优化问题λ是G-wp,故{xn}必存在一个子序列{xnk
}使xn →k

x∈E(λ).因此,问题λ一定是GH-wp.

2)类似于定理1中(2)的证明过程,容易得到这一结论.
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Abstract:AboundedrationalitymodelMforconstrainedvectoroptimizationproblemsisestablishedinthis

paper.Usingthismodel,thenotionsofHadamardwell-posednessandLevitin-Polyakwell-posednessfor

vectoroptimizationproblemswithconstraintsareintroduced.Furthermore,anewwell-posednesscon-

cept,whichunifiesthetwodifferentnotionsofwell-posednessisobtained.Undertheabstractframework,

sufficientconditionsonthewell-posednessforvariousvectoroptimizationproblemswithconstraintsare

given.
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