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幂赋范下二维正态向量的极大值分布①
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摘要:给出了幂赋范下独立同二维正态分布的三角阵列的极大值分布.
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假定X=(X1,X2)是一个二维正态随机向量,其中X1,X2 是标准正态随机变量.令Xi=(Xi1,Xi2),

(i=1,2,…,n)是X的独立样本,Fρ(n)(x,y)表示二维正态向量(Xn1,Xn2)的分布函数,ρ(n)表示Xn1,Xn2

的相关系数.定义二维极大值Mn 如下:

Mn =(Mn1,Mn2)=(max
1≤i≤n

Xi1,max
1≤i≤n

Xi2)

ϕ及Φ 分别表示标准正态随机变量的密度函数及分布函数,如果ρ(n)满足如下的Hüsler-Reiss条件:

(1-ρ(n))log →n λ2   λ∈ [0,+∞] (1)

且规范常数bn 满足

bn =nϕ(bn) (2)

那么,对任意的x,y∈R,文献[1]证明了

lim
n→∞

P Mn1 ≤bn +x
bn
;Mn2 ≤bn +y
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=Hλ(x,y) (3)

其中Hüsler-Reiss最大稳定分布[1]Hλ(x,y)有如下形式

Hλ(x,y)=exp-Φλ+x-y
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因为

H0(x,y)=Λ min(x,y( ))   H∞(x,y)=Λ(x)Λ(y)

所以λ=0和λ=∞ 分别表示渐近完全相依和独立,其中Λ(x)=exp(-exp(-x))表示Gumble分布.
文献[2-5]给出了线性赋范下的结果,文献[6-7]进一步讨论了幂赋范下的各种吸引场.到目前为

止,没有人讨论过幂赋范下二维正态向量的极大值.我们将给出幂赋范下Mn 的极大值分布.
为了得到幂赋范下二维正态向量的极值分布,我们必须研究如下规范化后的分布函数
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Fn
ρ(αn|x|βnsign(x);αn|y|βnsign(y)) (5)

如果X1,X2 是独立的 (即ρ=0),那么极限分布G∞ 有如下表示

G∞(x,y)=Φ1(x)Φ1(y)

如果X1=X2(即ρ=1),那么极限分布G0 有如下表示

G0(x,y)=exp- min(x,y( )) -( )1

在下面的定理中,我们将给出一般的结论.
定理1 如果当n→ ∞ 时,

1-ρ(n( ))log →n λ2 ∈ [0,+∞] (6)

那么,对任意的x,y∈R,

Fρ(n)
n(αn|x|βnsign(x);αn|y|βnsign(y →))

Gλ(x,y) x>0,y>0

0{ 其它
(7)

其中

Gλ(x,y)=exp-Φλ+logx-logy
2
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注意到

G0=lim
λ↓0

Gλ   G∞ =lim
λ↑∞

Gλ

为了证明上述结论,首先引用一些来自于文献[8]的结果.
引理1 若{Xn,n≥1}独立同分布于标准正态分布,即Xn ~Φ,那么Φ∈Dp(Φ1)且规范常数αn,βn

分别满足αn =bn,βn =an

bn
,其中an ~ 1bn

,bn 由(2)式给出.

由引理1,容易知道

βn =an

bn
~ 1
2logn

(8)

Φn(αn|x|βnsign(x →)) Φ1(x)=
0 x≤0

exp(-x-1) x>{ 0
(9)

  注1 Gλ 的边际分布跟(9)式相同.

  注2 (9)式是幂赋范下最大稳定的,即

Φ1n n|x|sign(x( ))=Φ1(x)

这对Gλ 也成立,即

Gλ
n n|x|sign(x);n|y|sign(y( ))=Gλ(x,y)

  证  首先,如果x<0,那么当n→ ∞ 时,

αn|x|βnsign(x →) -∞
从而,当n→ ∞ 时(5)式收敛于0,通过类似讨论可以得到y<0时的结果.即得到(7)式的第二部分

的证明.
其次,如果x>0,y>0,记un(x)=αnxβn.易知

Fρ(n)
n(un(x);un(y))=

exp(nlog(1-(1-Fρ(n)(un(x),un(y)))))=

exp(-n(1-Fρ(n)(un(x),un(y)))+o(n(1-Fρ(n)(un(x),un(y)))))

其中
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n1-Fρ(n)(un(x),un(y( )))=n1-Φun(x( )( )) +n1-Φun(y( )( )) -

nP X1 >un(x),X2 >un(y( ))
(10)

由(9)式,(10)式可得如下极限

n(1-Φ(un(x →))) x-1 (11)

n(1-Φ(un(y →))) y-1 (12)

对于(10)式中nP(X1 >un(x);X2 >un(y)),不失一般性,假定ρ(n)∈ (-1,1).不然,若ρ(n)=1,

nP(X1>un(x);X2>un(y))=nP(X1 > max{un(x),un(y)}),则(5)式收敛于G∞(x,y),若ρ(n)= -1,

nP(X1>un(x);X2>un(y))=nP(-un(y)<X1<un(x))=0,则(5)式收敛于G0(x,y).
因为

X1|X2=z~Nρ(n)z,1-ρ2(n( ))

从而,令N=o(logn),有

nP(X1 >un(x);X2 >un(y))=

n∫y

∞

1-P(X1 ≤un(x)|X2=un(z( )))ϕ(un(z))dun(z)=

∫y

∞
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(1-ρ2(n))
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2 ϕ(un(z))dun(z) (13)

其中,(13)式第二部分

∫N

∞

n1-Φ
un(x)-ρ(n)un(z)

(1-ρ2(n))
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2 ϕ(un(z))dun(z)≤

∫N

∞

nϕ(un(z))dun(z)=

n(1-Φun(N( ) →)) 1
N   n→ ∞

1
N →0   N → ∞ (14)

注意到(2)式成立,由(13)式第一部分

∫y

N

n1-Φ
un(x)-ρun(z)

(1-ρ2)
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2 ϕ(un(z))dun(z)=

∫y

N
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2
z-1exp 12αn

2(1-z2βn)+logαn
2βn +βnlogæ

è
ç

ö
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÷z dz

由αn =bn,(3)式,(8)式以及exp(x)=1+x+12x
2+… 可得当n→ ∞ 时,

exp 12αn
2(1-z2βn)+logαn

2βn +βnlogæ

è
ç

ö

ø
÷ →z z-1 (15)

接下来,假定

λ2(n)=αn
2(1-ρ(n))
1+ρ(n)

3第9期          刘芯菱,等:幂赋范下二维正态向量的极大值分布



因为αn
2 ~2logn,(8)式以及当n→ ∞ 时,αn

2β →n 1,αnβ →n 0,所以,当n→ ∞ 时,λ2(n →) λ2.从

而

un(x)-ρ(n)un(z)

(1-ρ2(n))
1
2

=αnxβn -ρ(n)αnzβn

(1-ρ2(n))
1
2

=

αn 1+βnlogx+O 1
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+ logx-logz
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n =

λ(n)+ logx-logz
(1+ρ(n))λ(n)

αn
2βn +

(1-ρ(n))
1
2

(1+ρ(n))
1
2
αnβnlogz+

o
(loglogn)2
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对于任意固定的ε>0,存在充分大的n,使得A1(n)≤z-2+ε.从而,令N→∞,由控制收敛定理可以得

到(13)式的右边部分收敛到

∫y
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1-Φλ+logx-logz
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注意到,如果λ=∞,那么(16)式等于0;如果λ=0,那么(16)式等于(max(x,y))-1.显然

∫y
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z-2dz=y-1 (17)

再者,利用分部积分,有
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结合(10)-(18)式得(7)式成立,即定理结论成立.
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MaximumValueDistributionofTwo-Dimensional
NormalVectorsUnderPowerNormalization
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Abstract:Inthispaper,wederivethelimitdistributionofmaximaofatriangulararrayofindependenti-
denticallydistributedbivariatenormalvectorsunderpowernormalization.
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