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角谱理论的近似公式①

刘普生, 王建东, 刘义东

电子科技大学 物理电子学院,成都610054

摘要:利用平面波角谱公式和球面波的 Weyl表示式,非常方便地推导出矢量形式的菲涅尔衍射和夫琅禾费衍射积

分公式.作为特例,只考虑光场的一维横向分量时,可得到标量衍射理论的近似公式———菲涅尔衍射和夫琅禾费衍

射积分公式.
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平面波角谱理论[1]具有物理图像直观、处理过程简单等优点,在光束传输和衍射等问题中得到广泛应

用.基尔霍夫衍射积分也是常用到的衍射公式,但由于基尔霍夫衍射理论对边界条件过多的限制,使得其

有内在的不自恰性[1-2].为了克服基尔霍夫衍射积分公式的这个缺陷,瑞利(Rayleigh)和索末菲(Sommer-
feld)采用合适的格林函数,得到了衍射场波方程新的解形式,即第一类和第二类瑞利 索末菲(Rayleigh-
Sommerfeld,RS)衍射积分公式[1-3].

当光学系统的衍射孔径比照明波长大得多,且观察点离衍射孔径不太近时,用近轴近似的标量衍射理

论———菲涅尔衍射和夫琅禾费衍射积分公式处理的结果是很精确的[4-5].对于光束宽度能与波长可相比拟

的强聚焦光束,以及有大发散角的光束,需要考虑光束的矢量行为[6].此时,一般利用的工具是矢量角谱

理论或者矢量基尔霍夫衍射积分公和矢量RS衍射积分公式等等[6-8].矢量衍射理论中并未考虑过近轴近

似的菲涅尔衍射和夫琅禾费衍射积分的矢量公式.下面,我们提供一种有趣的思路和推导方法:由矢量角

谱公式和球面波Weyl表示式,采用稳相原理,得到矢量衍射理论的近似结果,即矢量菲涅尔衍射和夫琅和

费衍射积分公式;其中大家熟知的标量结果———菲涅尔衍射和夫琅和费衍射公式,只需考虑光场的横向分

量,按本文给出的方法可得到.

1 理论推导

在z>0半空间任意位置处的电场分量可展开成矢量形式的平面波角谱公式[3,7]

E⊥ (x,y,z)=∬∞
A⊥ (p,q)exp[ik(px+qy+mz)]dpdq   ⊥=x,y

Ez(x,y,z)=-∬∞
[p
mAx(p,q)+q

mAy(p,q)]exp[ik(px+qy+mz)]dpdq
(1)

其中:A⊥ (p,q)为z=0平面处角谱,定义为

① 收稿日期:2013 12 04
基金项 目:国 家 自 然 科 学 基 金 资 助 项 目(61205122);中 央 高 校 基 本 科 研 业 务 费 资 助 项 目 (ZYGX2011J047,ZYGX2011J039,

ZYGX2013J052).
作者简介:刘普生(1975 ),男,江西遂川人,副教授,博士,主要从事现代光学的研究.



A⊥ (p,q)=1λ2∬∞
E⊥ (x0,y0,0)exp[-ik(px0+qy0)]dx0dy0 (2)

式中:E⊥ (x0,y0,0)为z=0平面处x,y方向的电场分量,表示为E(x0,y0,0)=Ex(x0,y0,0)i+Ey(x0,

y0,0)j(i,j分别为x,y方向单位矢量),λ为波长,k=2π/λ为波数,

m=(1-p2-q2)1/2 p2+q2 ≤1
m=i(p2+q2-1)1/2 p2+q2 >{ 1

(3)

将(2)式代入(1)式,分别有

E⊥ (x,y,z)=1λ2∬∞
E⊥ (x0,y0,0)GD(x-x0,y-y0,z)dx0dy0

Ez(x,y,z)=-1λ2∬
∞

[Ex(x0,y0,0)GD1(x-x0,y-y0,z)+

      Ey(x0,y0,0)GD2(x-x0,y-y0,z)]dx0dy0

(4)

式中,

GD(x-x0,y-y0,z)=∬∞
exp{ik[p(x-x0)+q(y-y0)+mz]}dpdq

GD1(x-x0,y-y0,z)=∬
∞

p
mexp

{ik[p(x-x0)+q(y-y0)+mz]}dpdq

GD2(x-x0,y-y0,z)=∬
∞

q
mexp

{ik[p(x-x0)+q(y-y0)+mz]}dpdq

(5)

1.1 矢量形式的菲涅尔衍射积分公式

若p2+q2 ≪1,则(3)式中m 可表示为

m= 1-p2-q( )2 1/2 ≈1-p2+q2
2

(6)

将(3)式代入(5)式,并利用(6)式,结果整理得到

GD(x-x0,y-y0,z)=eikz∬∞
expik p(x-x0)+q(y-y0)-zp2+q( )2é

ë
êê

ù

û
úú{ }2 dpdq

GD1(x-x0,y-y0,z)=eikz∬∞
pexpik p(x-x0)+q(y-y0)-zp2+q( )2é

ë
êê

ù

û
úú{ }2 dpdq

GD2(x-x0,y-y0,z)=eikz∬∞
qexpik p(x-x0)+q(y-y0)-zp2+q( )2é

ë
êê

ù

û
úú{ }2 dpdq

(7)

当R≫λ时,由稳相法原理[3],可求得(7)式中稳相点位置

p1=x-x0
z    q1=y-y0

z    m1=1 (8)

代(8)式入(7)式有

GD(x-x0,y-y0,z)=λ
ize

ikzexpik
2z

(x-x0)2+(y-y0)[ ]{ }2

GD1(x-x0,y-y0,z)=λ
iz

x-x0
z eikzexpik

2z
(x-x0)2+(y-y0)[ ]{ }2

GD2(x-x0,y-y0,z)=λ
iz

y-y0
z eikzexpik

2z
(x-x0)2+(y-y0)[ ]{ }2

(9)

由(9)式和(4)式,结果可整理为

Ep⊥(x,y,z)=e
ikz

λzi∬∞
E⊥ (x0,y0,0)expik

2z
(x-x0)2+(y-y0)[ ]{ }2 dx0dy0

Epz(x,y,z)=ie
ikz

λz2∬∞
[Ex(x0,y0,0)(x-x0)+Ey(x0,y0,0)(y-y0)]×

2 西南大学学报(自然科学版)     http://xbbjb.swu.cn     第36卷



      expik
2z

(x-x0)2+(y-y0)[ ]{ }2 dx0dy0 (10)

其中,垂直分量Ep⊥(x,y,z)即为熟悉的标量衍射理论近似公式———菲涅尔衍射积分公式[1-2],(10)式对

应为矢量形式的菲涅尔衍射积分公式.由(10)式推导过程可知,菲涅尔衍射积分公式可看作为平面波角谱

理论的傍轴近似结果.
1.2 矢量形式的夫琅和费衍射积分公式

代(2)式入(1)式,并利用(6)式,可整理为

E⊥ (x,y,z)=1λ2∬∞
E⊥ (x0,y0,0)exp -ik(px0+qy0[ ])GF(x-x0,y-y0,z)dx0dy0

Ez(x,y,z)=-1λ2∬∞
[Ex(x0,y0,0)GF1(x-x0,y-y0,z)+

      Ey(x0,y0,0)GF2(x-x0,y-y0,z)]exp -ik(px0+qy0[ ])dx0dy0

(11)

式中

GF(x-x0,y-y0,z)=eikz∬∞
expik px+qy-zp2+q( )2é

ë
êê

ù

û
úú{ }2 dpdq

GF1(x-x0,y-y0,z)=eikz∬∞
pexpik px+qy-zp2+q( )2é

ë
êê

ù

û
úú{ }2 dpdq

GF2(x-x0,y-y0,z)=eikz∬∞
qexpik px+qy-zp2+q( )2é

ë
êê

ù

û
úú{ }2 dpdq

(12)

由稳相法[3],可求得(12)式中稳相点位置

p2=x
z   q2=

y
z   m2=1 (13)

进一步,(12)式可化为

GF(x-x0,y-y0,z)=λ
ize

ikzexpik
2z
(x2+y2é

ë
êê

ù

û
úú)

GF1(x-x,y-y,z)=λ
iz

x
ze

ikzexpik
2z
(x2+y2é

ë
êê

ù

û
úú)

GF2(x-x,y-y,z)=λ
iz

y
ze

ikzexpik
2z
(x2+y2é

ë
êê

ù

û
úú)

(14)

代(14)式入(11)式结果为

Ef⊥(x,y,z)=1λziexpikz+x2+y2
2

æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úúz ∬∞

E⊥ (x0,y0,0)×

exp -ik
z xx0+yy( )é

ë
êê

ù

û
úú0 dx0dy0

Efz(x,y,z)=i
λz2expikz+x2+y2

2
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úúz ∬∞

[xEx(x0,y0,0)+yEy(x0,y0,0)]× (15)

exp -ik
z xx0+yy( )

é

ë
êê

ù

û
úú0 dx0dy0

比较(10)和(15)式,可知后者相当于是忽略了衍射孔径大小对位相的影响,所以(15)式可视为平面波角

谱理论的傍轴近似后,再作远场近似的结果.(15)式为矢量形式的夫琅和费衍射积分公式,而其中的横向

分量即为熟知的标量结果 ——— 夫琅和费衍射公式[1-2].

2 结 论

从矢量角谱公式出发,利用球面波的Weyl表达式和稳相法,采用适当的近似,非常巧妙地推导出矢量

形式的菲涅尔衍射和夫琅和费衍射积分公式,而且整个推导过程严谨.标量衍射理论的近似公式———菲涅

尔衍射和夫琅和费衍射积分公式,只需在考虑光场的一维横向分量而得到.在光传输中,文献中尽管未考
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虑使用矢量菲涅尔衍射和夫琅和费衍射公式,但本文提供的推导方法和给出的结果具有一定的参考意义.
可以预见,对于涉及求解光场的矢量场分量时,文中给出的矢量菲涅尔衍射和夫琅和费衍射积分公式也可

作为一种参考工具.
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ApproximateFormulaeoftheAngularSpectrumTheory

LIUPu-sheng, WANGJian-dong, LIUYi-dong
SchoolofPhysicalElectronics,UniversityofElectronicScienceandTechnologyofChina,Chengdu610054,China

Abstract:Basedontheangular-spectrumrepresentationofaplanewaveandtheWeylrepresentationofa
sphericalwave,thevectorialFresneldiffractionandFraunhoferdiffractionformulaearereadilyderived.
ThescalarFresneldiffractionandFraunhoferdiffractionformulaecanbetreatedasspecialcasesofourre-
sultanddeducedbyconsideringonlyonetransversalcomponentoftheelectricfield.
Keywords:angularspectrumtheory;Weylrepresentationofasphericalwave;Fresneldiffractionintegral;

Fraunhoferdiffractionintegral

责任编辑 潘春燕    

4 西南大学学报(自然科学版)     http://xbbjb.swu.cn     第36卷



5第9期             刘普生,等:角谱理论的近似公式


