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展形的上界与下界估计①

伍俊良, 韦瑩丽

重庆大学 数学与统计学院,重庆401331

摘要:展形是一个重要且独特的代数特征量,它主要用于刻画特征值分布的稠密性.首先给出实对称矩阵展形的

新的下界估计,然后给出Toeplitz矩阵、Hankel矩阵与循环矩阵的展形的上界估计,其结论是对已有结论的扩

展.
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1956年,Mirsky首次定义了矩阵特征值的最大距离

s(A)=max
i,j

|λi-λj|   i,j=1,2,…,n
并称之为矩阵的展形[1],其中,A∈Cn×n 为给定的复矩阵,λi(i=1,2,…,n)为A 的特征值.作为一个重要

的代数特征量,展形本质上是对矩阵特征值分布稠密性的度量.一个矩阵的展形越小,说明它的特征值分

布越紧密,反之越稀松.因此展形在许多时候可以用于对矩阵特征值的分布、定位与估计的研究,也可以用

于矩阵出现扰动情形时对最佳匹配距离的研究.在文献[1]中,Mirsky给出了关于矩阵展形的上界估计的

一个具有启发性的结果,他用矩阵的范数和迹来刻画了一个矩阵展形的最大上界:

s(A)≤ 2‖A‖2-
2
n|trA|2
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这一结果引起许多学者的兴趣,许多作者相继就矩阵展形的上界展开了研究,并得出了一些更好的研究结

果(见文献[2-5]).
为叙述方便,本文约定Cn×n 表示所有n×n阶复矩阵的集合,λ1,λ2,…,λn 表示矩阵A的特征值,ρ(A)=

max{|λi|:i=1,2,…,n}代表A 的谱半径,trA 表示矩阵A 的迹.当A ∈Cn×n 是实对称矩阵时,A 的特

征值可以排序为λ1≥λ2≥…≥λn.近来,文献[2]给出了一类非负矩阵,即满足a11=0且ρ(A)=1的所

有n阶非负矩阵展形的下界估计的一些结果,我们记这类矩阵的集合为M(n).本文将继续这一讨论,所不

同的是,我们将深化和拓展文献[2]的研究结果,给出此类矩阵展形的新的下界估计,并将其推广到任意实

矩阵范畴.同时也给出3类重要矩阵,即Toeplitz矩阵、Hankel矩阵与循环矩阵的展形的上界估计.

1 实对称矩阵展形的下界

引理1[2] 设A 是一个n×n 非负矩阵,且ρ(A)=1.如果A 有k个对角元是0,则s(A)≥
k
n.

我们注意到,引理1只给出了非负矩阵展形的下界估计,适用范围比较窄,因此很有必要对其进行拓

展.我们给出如下定理:
定理1 设A∈Cn×n,且A 为实对称矩阵.记其谱为Λ={λ1,λ2,…,λn},如果A 的对角元素中有k
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个零元素,且ρ(A)=1,则s(A)≥
k

n-1
.

证  A 是一个实对称矩阵,因此Λ={λ1,λ2,…,λn}是一个实数集.
不失一般性,我们记λ1=1,则

1-λi=λ1-λi ≤s(A)   i=2,…,n

1+(n-1)(1-s(A))≤1+∑
n

i=2
λi=∑

n

i=1
λi=trA (1)

由于

trA=∑
n

i=1
aii ≤n-k (2)

由(1)式和(2)式可得

n-(n-1)s(A)≤n-k
这样,我们有

s(A)≥
k

n-1
  注1 定理1中的结果本质上将引理1的结果提升到一般的实对称矩阵情形,给出了更广泛的一类矩

阵展形的下界,且其下界更为精确.
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显然A 为实对称矩阵,且矩阵A 的3个特征值分别为λ1=1,λ2=-
1
2
,λ3=-

1
2
,因此矩阵A 的展形可

表示为s(A)=|λ1-λ3|=
3
2.矩阵A 为3阶矩阵,并且A 有3个零对角元,故n=3,k=3.矩阵A 的展

形刚好等于定理1中展形估计式中的下界,这表明定理1的结论比引理1的结果更精确.
引理2[2] 如果一个非负矩阵A 有k个零对角元素,则

τm
1 ≤ (n-k)m-1τm

其中τk =tr(Ak).
引理3[2] 设A ∈M(n),则

s(A)>
2

4+ 2(n+3)
   n≥6

s(A)≥
5

8+ 74
   n=5

s(A)≥
1
3   n=4

  同样,我们可以将引理3的结果拓展到实对称矩阵的情形,并且使其下界更精确.我们有:
定理2 如果A ∈M(n),A 是实对称矩阵,则

s(A)>
2

2+ 2(n-1)
   n≥6

s(A)≥
5

4+ 46
   n=5

s(A)≥
4

3+ 21
   n=4
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  证  为方便表述,我们记s(A)=s,如果s≥1,结论显然成立.我们假设s∈(0,1),由引理1可得

∑
n

i=1
λi( )

2
=s21 ≤ (n-1)s2=(n-1)∑

n

i=1
λ2i

等价于

∑
n

i=1
λ2i ≤∑

n-1

i=1
∑
n

j=i+1

(λi-λj)2 (3)

且由于

1-λi=λ1-λi ≤s   i=1,2,…,n
所以

1+(n-1)(1-s)2 ≤∑
n

i=1
λ2i

又因为

∑
n-1

i=1
∑
n

j=i+1

(λi-λj)2 ≤
n(n-1)s2

2
则(3)式可改写为

1+(n-1)(1-s)2 ≤
n(n-1)
2 s2

即

(n-1)(n-2)s2+4(n-1)s-2n≥0
从而,当n=4时,

s(A)≥
4

3+ 21
当n=5时,

s(A)≥
5

4+ 46
当n≥6时,

(n2-3n)s2+4ns-2n≥4s-2s2=2s(2-s)>0
即

s(A)>
2

2+ 2(n-1)
  由此可以看出,定理2关于M(n)中的实对称矩阵展形的下界估计比引理3的结论更精确.

2 Toeplitz矩阵、Hankel矩阵与循环矩阵展形的上界

Toeplitz矩阵、Hankel矩阵与循环矩阵是3类比较特殊且重要的矩阵,许多著作都将它们作为重要内

容加以介绍.但很少有人关注这3类矩阵展形的上界估计问题.本节将借助文献[3]中关于展形的上界的研

究结果,结合Toeplitz矩阵、Hankel矩阵与循环矩阵的矩阵元素的特点,给出它们展形的上界估计.
文献[3]改进并深化了许多关于展形研究的重要结果,其中一个结论值得给出并在本文中加以应用:
引理4[3] 对任意的矩阵A=(aij)∈Cn×n,s(A)有如下的上界:

s(A)≤2 max
i=1,…,n

ri(A)+ aii-
trA
n{ }

其中

ri(A)= ∑
n

j=1,j≠i
|aij|   i=1,2,…,n

  基于引理4,我们可以方便地得到如下结论:
  定理3 对于任何一个Toeplitz矩阵
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都有

s(A)≤2 max
i=1,…,n ∑

n

j=1,j≠i
|aj-i|{ }

  证  由引理4可知

s(A)≤2 max
i=1,…,n

ri(A)+ aii-
trA
n{ }

在Toeplitz矩阵中,

ri(A)= ∑
n

j=1,j≠i
|aj-i|   i=1,2,…,n

而

aii-
trA
n =0

定理3得证.
下面,我们讨论Hankel矩阵展形的上界问题.我们首先介绍文献[4]中的一个结论:
引理5[4] 对任意的矩阵A=(aij)∈Cn×n,可得

s(A)≤ 2∑
n

i=1

(Ri(A)Ci(A))
1
2 -

2
n|trA|2

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

其中

Ri(A)= ∑
n

j=1,j≠i
|aij|   i=1,2,…,n

Ci(A)= ∑
n

j=1,j≠i
|aji|   i=1,2,…,n

  定理4 对于一个Hankel矩阵

A=

a1 a2 a3 … an

a2 a3 a4 … an+1

a3 a4 a5 … an+2

︙ ︙ ︙ ︙
an an+1 an+2 … a2n-1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

我们有

s(A)≤ 2∑
n

i=1
∑
n

j=1,j≠i
|ai+j-1|-

2
n|∑

n

i=1
a2i-1|
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  由引理5易证得定理4的结论.
  同样,根据引理4,我们可以得到关于循环矩阵的展形的上界估计结果:
  定理5 对于一个循环矩阵

A=

a1 a2 a3 … an

an a1 a2 … an-1
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我们有
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s(A)≤2∑
n

i=2
|ai|

  例2 令
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矩阵A 的4个特征值为λ1=1,λ2=-1,λ3=i,λ4=-i,因此矩阵A 的展形可表示为s(A)=|λ1-λ2|=
2.矩阵A 为循环矩阵,应用定理5的结论可以得到s(A)≤2.矩阵A 的展形刚好等于定理5中循环矩阵展

形估计式中的上界.这表明定理5的结论对于循环矩阵是最精确的.
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ofeigenvalues.Inthispaper,wefirstgivesomelowerboundsonthespreadofrealsymmetricmatricesand
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