
第36卷第10期         西 南 大 学 学 报 (自然科学版)           2014年10月

Vol.36 No.10 JournalofSouthwestUniversity(NaturalScienceEdition) Oct. 2014

DOI:10.13718/j.cnki.xdzk.2014.10.015

非连通图C2h+1(r1,r2,…,r2h+1)∪Gm 的优美性①

吴 跃 生

华东交通大学 理学院,南昌330013

摘要:证明了:当h≥2时,非连通图C2h+1(r1,r2,…,r2h+1)∪Gm 是优美图,其中C2h+1(r1,r2,…,r2h+1)是圈

C2h+1 的(r1,r2,…,r2h+1) 冠,Gm 是任意一个有m 条边的优美图,m =h-1+∑
h

k=1
r2k.
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本文所讨论的图均为无向简单图,V(G)和E(G)分别表示图G的顶点集和边集.为了简单起见,我们

把有p个顶点、q条边的图记为(p,q)图.记号[m,n]表示整数集合{m,m+1,m+2,…,n},其中m
和n 均为非负整数,且满足0≤m <n.

图的标号问题是组合数学中一个热门课题.
定义1[1] 对于图G=(V,E),如果存在单射θ:V(G ) →{0,1,2,…,|E(G)|},使得对所有边

e=uv∈E(G),由θ'(e)=|θ(u)-θ(v)|导出的E(G) →{1,2,…,|E(G)|}是双射,则称G 是优

美图,θ是G 的一组优美标号,称θ'为G 的边上的由θ导出的诱导值.
定义2[1] 设f 为G 的一个优美标号,如果存在正整数k,使得对任意的uv∈E(G),有

f(u)>k≥f(v)
或

f(u)≤k<f(v)
成立,则称f 为G 的平衡标号(或称G 有平衡标号f),且称k为f 的特征.图G 称为平衡二分图.

显然,若f 为G 的平衡标号,则k是边导出标号为1的边的两个端点中标号较小的顶点的标号.
定义3[1] 在平衡二分图G 中,设其优美标号θ的特征为k,并且θ(u0)=k,θ(v0)=k+1,则称u0

为G 的二分点,v0 为G 的对偶二分点.
定义4[2] 设G 是一个优美二部图,其优美标号为θ,V(G)划分成2个集合X,Y,如果max

v∈X
θ(v)<

min
v∈Y

θ(v),则称θ是G 的交错标号.称G 是在交错标号θ下的交错图.

事实上,交错图就是平衡图,且max
v∈X

θ(v)=k.

定义5 设v1,v2 是图G 中的不相邻的顶点.连接v1,v2,使图G 增加一条边所得到的图称为图

G(v1v2).
定义6[2-12] V(G)= {v1,v2,…,vn}中的每个顶点vi 都粘接了ri 条悬挂边(ri 为自然数,i=1,2,…,n)

所得到的图称为图G 的(r1,r2,…,rn)冠,简记为G(r1,r2,…,rn).特别地,当r1=r2= …=rn =r时,
称为图G 的r 冠.图G 的0 冠就是图G.
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引理1[1] 设路Pn 的(r1,r2,…,rn)冠的顶点集如图1所示.当n=2h+1(h,ri 为任意自然数,

i=1,2,…,n)时,路Pn 的(r1,r2,…,rn)冠是平衡二分图.存在平衡标号θ,使得θ(v1)=0.毛虫树

Pn(r1,r2,…,rn)关于平衡标号θ的二分点为vn.

图1 路Pn 的(r1,r2,…,rn) 冠

根据引理1给出路P5 的(1,2,3,4,5) 冠交错标号,如图2所示.

图2 路P5 的(1,2,3,4,5) 冠的交错标号

引理2 当k≥2时,(p,q)图G 是特征为k的平衡二分图,Hk-1 是边数为k-1的优美图,则非连

通图G(v1v2)∪Hk-1 是优美的.
证  设V(G)划分成2个集合X,Y.v1,v2∈X,θ 是图G 的平衡标号,且θ(v1)=0,θ(v2)=k,即

v2 是平衡二分图G 的二分点,f 是图Hk-1 的优美标号.
定义图G(v1v2)∪Hk-1 的顶点标号θ1 为

θ1(u)=
θ(u) u∈X
θ(u)+k u∈Y
f(u)+k+1 u∈Hk-1

ì

î

í

ï
ï

ïï

下面证明标号θ1 是图G(v1v2)∪Hk-1 的优美标号.
由于θ1:X →[0,k]是单射,θ1:Y →[2k+1,q+k]是单射,θ1:Hk-1 →[k+1,2k]是单(或

双)射,θ1(u)<
u∈X

θ1(u)
u∈V(Hk-1)

<θ1(u)
u∈Y

,容易验证:

θ1:V(G(v1v2)∪Gk-1)=V(G)∪V(Gk-1) →[0,q+k]
是单射.

由点标号θ1 导出的边标号θ'1 为:
{θ'1(e)|e∈E(G(v1v2))}=
{θ'1(e)|e∈E(G)∪ {θ'1(v1v2)}=[k+1,q+k]∪ {k}=[k,q+k]
{θ'1(e)|e∈E(Hk-1)}=[1,k-1]

当k≥2时,容易验证:θ'1:E(G(v1v2)∪Gk-1) →[1,q+k]是双射.
因此θ1 是图G(v1v2)∪Hk-1 的优美标号.
定理1 当h,ri 为自然数 (h≥2,i=1,2,…,2h+1)时,非连通图C2h+1(r1,r2,…,r2h+1)∪Gm 是

优美的,其中Gm 是任意一个有m 条边的优美图,m=h-1+∑
h

k=1
r2k.

证  因为V(C2n+1(r1,r2,…,r2h+1))=V(P2n+1(r1,r2,…,r2h+1)),设θ 就是引理1中给出的图

P2n+1(r1,r2,…,r2h+1)的平衡标号,

V(Pn+1(r1,r2,…,r2h+1))=X ∪Y
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X ={vj-1,xji}   j=2,4,…,2h+2;i=1,2,…,rj

Y={vj+1,xji}   j=1,3,…,2h-1;i=1,2,…,rj

满足

max
v∈X

θ(v)=θ(v2h+1)=h+∑
h

k=1
r2k <min

v∈Y
θ(v)=h+1+∑

h

k=1
r2k

θ(v1)=0   θ(v2h+1)=h+∑
h

k=1
r2k

由引理2知:当h,ri 为自然数(h≥2,i=1,2,…,2h+1)时,非连通图P2h+1(r1,r2,…,r2h+1)(v1,v2h+1)∪Gm

是优美的,其中Gm 是任意一个有m条边的优美图,m=h-1+∑
h

k=1
r2k.而非连通图P2h+1(r1,r2,…,r2h+1)(v1,

v2h+1)∪Gm 就是C2h+1(r1,r2,…,r2h+1)∪Gm.证毕.
根据定理1给出非连通图C5(1,2,3,4,5)∪St(7)的优美标号,如图3所示.根据定理1给出非

连通图C5(1,2,3,4,5)∪C7 的优美标号,如图4所示.根据定理1给出非连通图C7(2,0,0,2,2,

3,4)∪St(7)的优美标号,如图5所示.根据定理1给出非连通图C17 ∪C7 的优美标号,如图6所示.

图3 图C5(1,2,3,4,5)∪St(7)的优美标号 图4 图C5(1,2,3,4,5)∪C7 的优美标号

图5 图C7(2,0,0,2,2,3,4)∪St(7)的优美标号 图6 图C17 ∪C7 的优美标号

  在定理1中,令ri=0(i=1,2,…,2h+1),有:

  推论1 当h为自然数,h≥2时,非连通图C2h+1∪Gh-1是优美的,其中Gh-1是任意一个有h-1条

边的优美图,这正是文献[8]的结论.
在定理1中,令Gm =St(m)(St(m)表示有m+1个顶点或有m 条边的星形树),有:

推论2 当h,ri 为自然数(h≥2,i=1,2,…,2h+1),m=h-1+∑
h

k=1
r2k 时,非连通图C2h+1(r1,r2,…,

r2h+1)∪St(m)是优美的.
在定理1中,令Gm =Pm+1(Pm+1 表示有m+1个顶点或有m 条边的路),有:

推论3 当h,ri 为自然数(h≥2,i=1,2,…,2h+1),m=h-1+∑
h

k=1
r2k 时,非连通图C2h+1(r1,r2,…,

r2h+1)∪Pm+1 是优美的.
在定理1中,令Gm =Tm+1(Pm+1 表示有m+1个顶点或有m 条边的优美树),有:
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推论4 当h,ri 为自然数(h≥2,i=1,2,…,2h+1),m=h-1+∑
h

k=1
r2k 时,非连通图C2h+1(r1,r2,…,

r2h+1)∪Tm+1 是优美的.
在定理1中,令Gm =C4s-1,有:

推论5 当h,s为自然数(h≥1,s≥1),ri 为自然数(i=1,2,…,2h+1),4s-1=h-1+∑
h

k=1
r2k

时,非连通图C2h+1(r1,r2,…,r2h+1)∪C4s-1 是优美的.
在定理1中,令Gm =C4s,有:

推论6 当h,s为自然数(h≥1,s≥1),ri 为自然数(i=1,2,…,2h+1),4s=h-1+∑
h

k=1
r2k 时,

非连通图C2h+1(r1,r2,…,r2h+1)∪C4s 是优美的.
在定理1中,令Gm =3C4s ∪C4s+3,m=16s+3,由文献[13]知,3C4s ∪C4s+3 是优美图,有:
推论7 当h,s为自然数(h≥1,s≥1),ri 为自然数(i=1,2,…,2h+1),m=16s+3,16s+3=

h-1+∑
h

k=1
r2k 时,非连通图C2h+1(r1,r2,…,r2h+1)∪3C4s ∪C4s+3 是优美图.

在定理1中,令Gm =3C4s ∪C4s+4,m=16s+4,由文献[13]知,3C4s ∪C4s+4 是优美图,有:
推论8 当h,s为自然数(h≥1,s≥1),ri 为自然数(i=1,2,…,2h+1),m=16s+4,16s+4=

h-1+∑
h

k=1
r2k 时,非连通图C2h+1(r1,r2,…,r2h+1)∪3C4s ∪C4s+4 是优美图.

在定理1中,令Gm =3C8s ∪C8s-1,m=32s-1,由文献[13]知,3C8s ∪C8s-1 是优美图,有:
推论9 当h,s为自然数(h≥1,s≥1),ri 为自然数(i=1,2,…,2h+1),m=32s-1,32s-1=

h-1+∑
h

k=1
r2k 时,C2h+1(r1,r2,…,r2h+1)∪3C8s ∪C8s-1 是优美图.

在定理1中,令Gm =2C2s,m=4s,由文献[14]知,2C2s 是优美图,有:

推论10 当h,s为自然数(h≥2,s≥1),ri 为自然数(i=1,2,…,2h+1),m=4s,4s=h-1+∑
h

k=1
r2k

时,C2h+1(r1,r2,…,r2h+1)∪2C2s 是优美图.
在定理1中,令Gm =C4s ∪C8s,m=12s,由文献[15]知,C4s ∪C8s 是优美图,有:
推论11 当h,s为自然数(h≥1,s≥1),ri 为自然数(i=1,2,…,2h+1),m=12s,12s=h-1+

∑
h

k=1
r2k 时,C2h+1(r1,r2,…,r2h+1)∪C4s ∪C8s 是优美图.

在定理1中,令Gm =C4s+3 ∪C8s,m=12s+3,由文献[15]知,C4s+3 ∪C8s 是优美图,有:
推论12 当h,s为自然数(h≥1,s≥1),ri 为自然数(i=1,2,…,2h+1),m=12s+3,12s+3=

h-1+∑
h

k=1
r2k 时,C2h+1(r1,r2,…,r2h+1)∪C4s+3 ∪C8s 是优美图.

在定理1中,令Gm =2C4s ∪C8s-1,m=16s-1,由文献[16]知,2C4s ∪C8s-1 是优美图,有:
推论13 当h,s为自然数(h≥1,s≥1),ri 为自然数(i=1,2,…,2h+1),m=16s-1,16s-1=

h-1+∑
h

k=1
r2k 时,C2h+1(r1,r2,…,r2h+1)∪2C4s ∪C8s-1 是优美图.

在定理1中,令Gm =2C4(3s+1)∪C4(2s+1),m=32s+12,由文献[16]知,2C4(3s+1)∪C4(2s+1)是优美图,
有:

推论14 当h,s为自然数(h≥1,s≥1),ri 为自然数(i=1,2,…,2h+1),m=32s+12,32s+

12=h-1+∑
h

k=1
r2k 时,C2h+1(r1,r2,…,r2h+1)∪2C4(3s+1)∪C4(2s+1)是优美图.

在定理1中,令Gm =2C4(3s-1)∪C8s-1,m=32s-9,由文献[16]知,2C4(3s-1)∪C8s-1 是优美图,有:
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推论15 当h,s为自然数(h≥1,s≥1),ri 为自然数(i=1,2,…,2h+1),m=32s-9,32s-9=

h-1+∑
h

k=1
r2k 时,C2h+1(r1,r2,…,r2h+1)∪2C4(3s-1)∪C8s-1 是优美图.

在定理1中,令Gm =5C4s,m=20s,由文献[17]知,5C4s 是优美图,有:
推论16 当h,s为自然数(h≥1,s≥1),ri 为自然数(i=1,2,…,2h+1),m=20s,20s=h-1+

∑
h

k=1
r2k 时,C2h+1(r1,r2,…,r2h+1)∪5C4s 是优美图.

一般地,由定理1知,由图Gm 的优美标号可以构造出非连通图Gm ∪C2h1+1
(r11,r12,…,r1(2h1+1))的

优美标号,其中m=h1-1+∑
h1

k=1
r1(2k);由非连通图Gm ∪C2h1+1

(r11,r12,…,r1(2h1+1))的优美标号可以构

造出非连通图Gm ∪C2h1+1
(r11,r12,…,r1(2h1+1))∪C2h2+1

(r21,r22,…,r2(2h2+1))的优美标号,其中m+

∑
2h1+1

k=1
r1k =h2 -1+∑

h2

k=1
r2(2k);由非连通图Gm ∪C2h1+1

(r11,r12,…,r1(2h1+1))∪C2h2+1
(r21,r22,…,

r2(2h2+1))的优美标号可以构造出非连通图Gm ∪C2h1+1
(r11,r12,…,r1(2h1+1))∪C2h2+1

(r21,r22,…,

r2(2h2+1))∪C2h3+1
(r31,r32,…,r3(2h2+1))的优美标号,其中m+∑

2h1+1

k=1
r1k+∑

2h2+1

k=1
r2k=h3-1+∑

h3

k=1
r3(2k);…;

此种构造过程可以无限进行下去,有:

推论17 当hj,k为自然数(hj ≥1),rji 为自然数(i=1,2,…,2hj +1),m+∑
j-1

i=1
∑
2hi+1

k=1
rik =hj -1+

∑
hj

k=1
rj(2k)(j=1,2,…,k)时,非连通图Gm ∪

k

i=1
C2hi+1(ri1,ri2,…,ri(2hi+1))是优美图.

在推论17中,令Gm =C3(r01,r02,r03)(m=3+r01+r02+r03),hj=1(j=1,2,…,k),由文献[18]
知,C3(r01,r02,r03)是优美图,有:

推论18 当k为自然数,rji 为自然数(i=1,2,3;j=0,1,2,…,k),∑
j-1

i=0
|E(C3(ri1,ri2,ri3))|=rj2

,

即3j+∑
j-1

i=0
∑
3

k=1
rik =rj2(j=1,2,…,k)时,非连通图 ∪

k

i=0
C3(ri1,ri2,ri2)是优美图.

根据推论18给出非连通图C3(1,2,3)∪C3(2,9,3)的优美标号,如图7所示.根据定理1给出非连

通图C3(1,2,3)∪C3(2,9,3)∪C3(2,26,3)的优美标号,如图8所示.

图7 图C3(1,2,3)∪
C3(2,9,3)的优美标号

图8 图C3(1,2,3)∪C3(2,9,3)∪
C3(2,26,3)的优美标号
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GracefulnessofUnconnectedGraphC2h+1(r1,r2,…,r2h+1)∪Gm

WUYue-sheng
SchoolofScience,EastChinaJiaotongUniversity,Nanchang330013,China

Abstract:Thepresentpaperprovesthatifh≥2thenunconnectedgraphC2h+1(r1,r2,…,r2h+1)∪Gmisa
gracefulgraph,whereC2n+1is(2n+1)-vertexcycle,C2h+1(r1,r2,…,r2h+1)isthe(r1,r2,…,r2n+1)-co-

ronaofthecycleC2n+1,andGmisagracefulgraphwithmedges,m=h-1+∑
h

k=1
r2k.

Keywords:gracefulgraph;unconnectedgraph;cycle;corona
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