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Lyubeznik分解为极小自由分解的单项式理想①
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摘要:对于一个单项式理想I,其极小生成元集记为G(I).如果在G(I)上存在一个全序,使得相应的Lyubeznik分

解为I的极小自由分解,则称I为一个Lyubeznik理想.给出了Lyubeznik理想的判别与性质,并进一步研究了几类

重要的Lyubeznik理想.
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设S=K[x1,…,xn]为域K 上的多项式环.已知对于S的任意一个理想I,都存在极小自由分解(参
见文献[1-2]).但对于极小自由分解的具体形式,却没有统一的描述.因此,具体刻画理想I 的极小自由

分解是一个重要而有趣的研究课题.
对于S 的任一单项式理想I,都可以直接写出其泰勒分解,因而给出了其自由分解的一种具体形式.但

泰勒分解离极小自由分解往往相差甚远.对于单项式理想I,也可以给出其Lyubeznik分解(详见文献[3]).
尽管Lyubeznik分解也不一定是极小的,但相比于泰勒分解而言,Lyubeznik分解往往更接近于极小自由

分解.关于极小自由分解的相关研究,可参考文献[4-8].
设G(I)={u1,u2,…,us}为理想I的极小生成元集.对于G(I)的任一子集C,称C 中所有单项式

的最小公倍式为C 的度数,记为m(C).如果G(I)中单项式u整除m(C\{u}),则称C 覆盖u,或称u被

C覆盖,记为u□C.G(I)的子集C={v∈G(I):v|m(C)}称为由C 诱导的完全覆盖.如果C 是某个单

项式u的覆盖,且不存在G(I)中单项式v及其覆盖C',使得m(C')是m(C)的真因子,则称C为G(I)的
M 极小覆盖.相应地,如果C 是u的覆盖,并且任意C 的真子集都不是u的覆盖,则称C 为u的E 极小

覆盖.例如,在理想I=(x4,y4,x3y,xy3,x2y2)中,子集{x4,y4,x2y2}是x2y2的E 极小覆盖,但不

是x2y2 的M 极小覆盖.
设C 为单项式u的覆盖.如果C 的子集D 有与C 相同的度数,但D 的任一真子集都不具有与C 相

同的度数,则称D 为C的外集.显然,C的外集并不一定唯一.如果单项式v属于C的任意一个外集,则

称v为C 的外点.C 的所有外点的集合记为O(C).相应地,如果单项式v不属于C 的任意一个外集,则

称v为C 的内点.C 的所有内点的集合记为I(C).C 中其它的单项式称为C 的边界点,C 中所有边界点

的集合记为 B(C).如果u∈C\I(C),并且对于C的任一含u的外集D 以及C\D 中的任一元素v,都有

m((D\{u})∪ {v})= m(D),则称u 为C 的可换点.C 中所有可换点的集合记为E(C).从定义易见

E(C)⊆B(C).
设 ≺ 为G(I)上的一个全序.对于G(I)的子集D,如果存在u∈G(I),使得u|m(D),并且u≺

min(D),则称D 被u 破坏.如果D 的任意子集都不被破坏,则称D 为完整的.
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1 Lyubeznik理想的判别与性质

下面的结论可以通过直接验证得到:
定理1 设I为多项式环K[x1,x2,…,xn]的单项式理想,其极小生成元集为G(I)={u1,u2,…,

us}.则以下结论等价:

􀃠I是一个Lyubeznik理想;

􀃡 在G(I)上存在一个全序 ≺,使得对于G(I)中的任一元素u,u 的任一E 极小覆盖C 都不完整;

􀃢 在G(I)上存在一个全序≺,使得对于G(I)中的任一元素u和u的任一E 极小覆盖C,都存在C
的子集D,使得min(D\D)≺min(D).

设I为Lyubeznik理想,即存在全序集:u1≺u2≺ … ≺us,使得与之相关的Lyubeznik分解为极小

自由分解.对于G(I)的任意外点ui,如果改变这个全序,使得ui 成为G(I)中最大元素而保持其它元素的

大小关系,于是得到一个新的全序 ├:u1├…├ui-1├ui+1├…├us├ui.容易验证理想I关于新的全序 ├
的Lyubeznik分解仍然是一个极小自由分解.

由归纳可知以下结论成立:
命题1 如果I是Lyubeznik理想,并且O(G(I))={uj1

…ujb
},则在G(I)上存在一个以下形式的全

序 ≺:ui1 ≺ … ≺uia ≺uj1 ≺ … ≺ujb
,使得I的关于该全序的Lyubeznik分解为极小自由分解.

命题2 设I为与全序≺相关的Lyubeznik理想.如果C是G(I)的M 极小完全覆盖,那么I(C)≠Ø
或者E(C)≠Ø.并且以下情形之一成立:

􀃠I(C)≠Ø,此时min(I(C))≺min(C\I(C));

􀃡I(C)=Ø 且E(C)≠Ø,此时min(E(C))≺min(C\E(C)).
证  假设I(C)≠Ø,可以断言C 中最小元素u一定属于I(C).反设u∉I(C),则存在C 的外集D

包含u.由于I(C)≠Ø,可取I(C)中的元素v.易见,D ∪{v}是v的E 极小覆盖.下面证明D ∪{v}是
完整的.对于D ∪{v}的任一子集E,如果u∈E,则显然E 不被任何元素破坏;如果u∉E,考虑到v∈
I(C),因而E 中不可能包含C 的外集.因此,m(E)是m(D)的真因子.由于C 是G(I)的M 极小完全覆

盖,因此,E 不能覆盖G(I)中任何元素,从而不可能被破坏.这就表明D∪{v}是完整的.由定理1得到矛

盾.
假设I(C)=Ø,可以断言E(C)≠Ø,并且C中最小元素u属于E(C).反设C中最小元素不是可换点,

则存在C 的外集F,使得u∈F,且在C\F 中存在元素v,使得m(F ∪ {v}\{u})是m(F)的真因子.仿

照上一段的讨论可知F ∪ {v}是完整的.同样由定理1得到矛盾.

2 几类重要的Lyubeznik理想

如果单项式u∈G(I)为任意一个完全覆盖的内点,则称u 为绝对内点.如果G(I)中含有绝对内点,
则称I为锥理想.若在G(I)上以某个绝对内点为最小元素构造一个全序 ≺,则与 ≺ 相关的Lyubeznik分

解即为I的一个极小自由分解.因此,以下的命题是明显的:
命题3 任意一个锥理想都是一个Lyubeznik理想.
设u 为G(I)中的单项式,若对任一覆盖C(不一定是u的覆盖),要么u∉C,要么u是C 的内点,则

称u为c 内点.如果G(I)的每一个M 极小完全覆盖都含有一个c 内点,则称I为M 锥理想.对于M
锥理想I,可在G(I)上构造全序 ≺,使得对于这个序关系而言,所有c 内点都小于G(I)中其它元素.通

过直接检验可知,I关于全序 ≺ 的Lyubeznik分解即为一个极小自由分解.因此,下面的命题成立:
命题4 任意一个M 锥理想都是Lyubeznik理想.
设单项式理想I的极小生成元集G(I)={u1,u2,…,us},其中ui=xbi1

1 xbi2
2 …x

bin
n .如果对于任意i,

j∈ [s]以及任意k∈[n],都有bik ≠bjk
,则称I为generic单项式理想.对于generic理想I,如果对任意

ui,uj ∈G(I),当存在k∈[n],使得0<bik <bjk 时,则对任意k∈[n],要么bik <bjk
,要么bjk =0,

这样的理想I称为mean理想.对于mean理想I,可在G(I)上定义如下关系 ≺:如果存在k∈[n],使得
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0<bik <bjk
,则规定ui ≺uj.如果(G(I),≺)是偏序集,则称I为tame理想.

命题5 任意一个tame理想都是Lyubeznik理想.
证  假设I为tame理想.任何一个有限偏序集都可以加细成一个全序集.假设≺为如上讨论的偏序,

令 ├为由≺加细而得的全序.下面证明I关于├的Lyubeznik分解为极小自由分解.对于G(I)中的任一

元素u以及u的任一E 极小覆盖C,由全序├的构造可知,u小于C 中其它所有元素.因而C\{u}被u破

坏,因此,C 不是完整的.由定理1可知,I是Lyubeznik理想.
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Abstract:ForamonomialidealI,letG(I)beitsminimalsetofmonomialgenerators.Ifthereisatotal
orderonG(I)suchthatthecorrespondingLyubeznikresolutionofIisaminimalfreeresolutionofI,

thenIiscalledaLyubeznikideal.TheLyubeznikidealsarecharacterizedinthispaper.Inthemeantime,

someclassesofLyubeznikidealsarediscussed.
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