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主弱平坦系的一个推广①
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摘要:设S 是幺半群,T是S 的非空集合.通过T定义了T 主弱平坦系的概念,给出了这类S 系的性质刻画.所得

结果推广了主弱平坦系的相关结论.
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文献[1]给出了对于拉回图P(M,N,f,g,Q)的相应同态φ的定义.本文设S 是幺半群,E(S)是

S 的全体幂等元构成的集合,C是S 的全体右可消元构成的集合.
定义1 设S是幺半群,T是S的非空集合.称S 系A 是T 主弱平坦的,如果对于S的任意主左理想

St(其中t∈T),映射A 􀱋St →A 􀱋S 是单的.如果T=C,则称S 系A 是C 主弱平坦的.若T=S,则

S 系A 是主弱平坦的.
命题1[2] 设A 是右S 系,对于任意a,a'∈A,s,t∈S,在张量积A 􀱋S 中a􀱋s=a'􀱋t当且

仅当在A 中as=a't.
命题2 右S 系A 是T 主弱平坦的当且仅当对于任意a,a'∈A,t∈T,若at=a't,则在张量积

A 􀱋St中a􀱋t=a'􀱋t.
证  必要性  由A 是T 主弱平坦的,则映射f:A 􀱋St →A 􀱋S 为包含映射,根据已知条件,

对于任意a,a'∈A,t∈T,若at=a't,由命题2可得在张量积A 􀱋S中a􀱋t=a'􀱋t,所以在张量

积A 􀱋St中a􀱋t=a'􀱋t.
充分性  设任意x,y∈A,s,s'∈S,x 􀱋st=y􀱋s't在张量积A 􀱋S 中成立,则由命题1可得,

在A 中xst=ys't,所以在张量积A 􀱋St中xs􀱋t=ys'􀱋t,故A 是T 主弱平坦的.
当T=S时,文献[2]给出了相应的结论,即S 系A 是主弱平坦的当且仅当对于任意a,a'∈A,

s∈S,若as=a's,则在张量积A 􀱋Ss中a􀱋s=a'􀱋s.
引理1[3] 设A 是右S 系,B 是左S 系,a,a'∈A,b,b'∈B,则在A 􀱋B 中a􀱋b=a'􀱋b'的

充要条件是存在a1,a2,…,an ∈A,b2,b3,…,bn ∈B,s1,t1,s2,t2,…,sn,tn ∈S,使得

a=a1s1
a1t1=a2s2   s1b=t1b2
a2t2=a3s3   s2b2=t2b3

…

antn =a'   snbn =tnb'
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称S 系A 是挠自由的,如果对于任意a,b∈A,任意右可消元c∈C,若ac=bc,则a=b.于是由挠自由

的定义可得到以下的结论:

定理1 设S 是幺半群,A 是S 系,则以下两条结论等价:

􀃠A 是C 主弱平坦的;

􀃡A 是挠自由的.
证  􀃠⇒􀃡 设A 是C 主弱平坦的S 系,a,b∈A,c∈C,满足ac=bc.由于A 是C 主弱平坦

的,则在张量积A􀱋Sc中a􀱋c=b􀱋c.因此由引理1知,存在a1,a2,…,an∈A,s2,s3,…,sn∈Sc,u1,

v1,u2,v2,…,un,vn ∈S,使得

a=a1u1

a1v1=a2u2   u1c=v1s2
a2v2=a3u3   u2s2=v2s3

…

anvn =b   unsn =vnc
设si=tic,ti ∈S (i=2,3,…,n),则由c的右可消性得

u1=v1t2   untn =vn

uiti=viti+1   i=2,3,…,n-1
所以

a=a1u1=a1v1t2=a2u2t2=a2v2t3=…=anuntn =anvn =b
即A 是挠自由的.

􀃡⇒􀃠 设a,b∈A,任意右可消元c∈C,满足ac=bc,则a=b.因此在张量积A􀱋Sc中a􀱋c=
b􀱋c,由命题3知A 是C 主弱平坦的.

文献[3]指出主弱平坦系是挠自由的,并给出例子说明挠自由系未必是主弱平坦的.本文定义的T 主

弱平坦S 系是挠自由系的真推广,因为当T=C时,由定理1知T 主弱平坦系就是挠自由的,这时T 主弱

平坦和主弱平坦不同.当T=S 时,S 系A 是主弱平坦的,这时T 主弱平坦系和挠自由不同.
由文献[3]可知,所有S 系是主弱平坦的当且仅当S 是正则幺半群;所有右S 系是挠自由的当且

仅当S 的任意右可消元是右可逆元.自然数集N按照自然数乘法构成的幺半群是非正则幺半群,并且N

中的右可消元不是右可逆元,所以并非N上所有的S 系都是挠自由的.设G 是群,令S= N∪
·
G,规定

S 中的运算为:

ng=gn=n   ∀n∈N,∀g∈G
其它元素的运算按照以前的定义.令T=G,则所有S 系是T 主弱平坦的.

以下我们将给出当集合T满足一定条件时,所有挠自由的S 系是T 主弱平坦的.
命题3 设S 是幺半群,λ 是S 上的右同余,S/λ 是T 主弱平坦的当且仅当对任意u,v∈S,t∈T,

若utλvt,则u(λ∨Δt)v.其中,Δ表示S上的一个等价关系,即两个元素有Δt关系当且仅当用t右乘相等.
证  必要性  设S/λ是T 主弱平坦的,u,v∈S,t∈T,满足utλvt,则ut=vt,所以在S/λ􀱋S中

u􀱋t=v􀱋t,由S/λ的T 主弱平坦性即知,在S/λ􀱋St中u􀱋t=v􀱋t.所以存在s1,t1,…,sn,tn ∈S,
使得

u=1s1

1t1=1s2   s1t=t1t

1t2=1s3   s2t=t2t
…

1tn =v   snt=tnt
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因此有

uλs1(Δt)t1λs2…λsn(Δt)tnλv
即u(λ∨Δt)v.

充分性  设t∈T,u,v∈S/λ,在S/λ􀱋S 中有u􀱋t=v􀱋t,则ut=vt,所以utλvt.由条件

u(λ∨Δt)v,所以存在s1,t1,…,sn,tn ∈S,使得

uλs1(Δt)t1λs2…λsn(Δt)tnλv
因此在S/λ􀱋St中有

u􀱋t=s1 􀱋t=1􀱋s1t=1􀱋t1t=t1 􀱋t=

s2 􀱋t=…=sn 􀱋t=1􀱋snt=1􀱋tnt=tn 􀱋t=v􀱋t
所以S/λ 是T 主弱平坦的.

推论1[4] 设S是幺半群,λ是S上的右同余,S/λ是主弱平坦的当且仅当对任意u,v,t∈S,若utλvt,

则u(λ∨Δt)v.
证  令T=S 即可.
命题4 设I是S 的右理想,S/I是T 主弱平坦的当且仅当对任意x ∈ST∩I(其中ST={st|s∈

S,t∈T}),必有x ∈Ix.
证  必要性  设x ∈ST∩I,且对任意y∈I,x ≠y.若x=yx,则结论成立.下设x ≠yx.在

S/I􀱋S 中显然有

1􀱋x=x􀱋1=yx􀱋1=y􀱋x
由于S/I是T 主弱平坦的,所以对任意t∈T,在S/I􀱋St中有1􀱋x=y􀱋x.则存在s1,t1,…,sn,

tn ∈S,使得

1=s1

t1=s2   s1x=t1t

t2=s3   s2t=t2t
…

tn =y   snt=tnx
记1=t0,y=sn+1

,若对任意i∈ {0,1,…,n}都有ti=si+1
,则

x=s1x=t1t=s2t= …=tnx=yx
矛盾.所以存在i,使得t0=s1,…,ti-1=si,但ti ≠si+1

,故ti,si+1 ∈I.因而

x=s1x=t1t=s2t= …=ti-1t=sit=tit
由于ti ∈I,所以x ∈Ix.

充分性  设u,v∈S,t∈T,使得utλIvt.如果ut=vt,那么显然uλIu(Δt)v,即u(λ∨Δt)v.如

果ut≠vt,则ut,vt∈I,由已知条件,存在p,q∈I,使得

ut=put   vt=qvt
所以uλIu(Δt)puλIqv(Δt)v,即u(λ∨Δt)v,故由命题3可得S/I是T 主弱平坦的.

推论2[3] 设I是S 的右理想,S/I是主弱平坦的当且仅当对任意x ∈I,必有x ∈Ix.
证  令T=S 即可.
引理2[5] 设I是S 的右理想,S/I是挠自由的当且仅当对任意x,c∈S,c为右可消元;如果xc∈

I,则必有x ∈I.
定理2 对于幺半群S,以下几条等价:

􀃠 所有挠自由的S 系是T 主弱平坦的;
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􀃡 所有挠自由的循环S 系是T 主弱平坦的;

􀃢 所有挠自由的Rees商S 系是T 主弱平坦的;

􀃣T是左几乎正则的.
证  􀃠⇒􀃡⇒􀃢 显然.

􀃢⇒􀃣 设所有挠自由的Rees商S 系是T 主弱平坦的,任取s∈T,那么存在t,r1,…,rm,s1,…,

sm-1 ∈S,以及右可消元c1,c2,…,cm ∈S,使得

s1c1=sr1
s2c2=s1r2

…

tcm =sm-1rm

令K是使得上述等式组成立的元素t的集合,由于s1=s1,所以s∈K,故K ≠Ø.
设I是由集合K生成的右理想,即 ∪

t∈K
tS,下证S/I是挠自由的.假设对s'∈S,右可消元c∈S,

以及t∈K,使得s'c∈tS.因此存在r1,…,rm,rm+1
,s1,…,sm-1∈S,以及右可消元c1,c2,…,cm ∈S

使得

s1c1=sr1
s2c2=s1r2

…

tcm =sm-1rm

s'c=trm+1

这说明s'∈K,故s'∈I.由引理2可得S/I是挠自由的.又因s∈K,故s∈I.而s=1s,由S/I是

T 主弱平坦的知,存在t∈K,r∈S,使得trs=s.故s是左几乎正则的.

􀃣⇒􀃠 设T是左几乎正则的,并且A 是挠自由的左S 系,若a,a'∈A,s∈T,使得as=a's,因

为T是左几乎正则的,则存在r,r1,…,rm,s1,…,sm ∈S,以及右可消元c1,c2,…,cm ∈S,使得

s1c1=sr1
s2c2=s1r2

…

smcm =sm-1rm

s=smrs
由s1c1=sr1 得as1c1=asr1=a'sr1=a's1c1,由A 是挠自由的可得as1=a's1,类似地可得as2=a's2,…,

asm =a'sm.显然asmr=a'smr,故

a􀱋s=a􀱋smrs=asmr􀱋s=a'smr􀱋s=a'􀱋smrs=a'􀱋s
在张量积A 􀱋Ss中成立,即A 是T 主弱平坦的.

推论3[6] 对于幺半群S,以下几条等价:

􀃠 所有挠自由的S 系是主弱平坦的;

􀃡 所有挠自由的循环S 系是主弱平坦的;

􀃢 所有挠自由的Rees商S 系是主弱平坦的;

􀃣S 是左几乎正则的.
证  令T=S 即可.
文献[6]中,S1=<e,s,c|e2=e,es=se=ec=ce=s,sc=cs=s2>∪{1}是几乎正则幺半群,设S2

是左PP幺半群,令S=S1 ∪
·
S2,规定S 中的运算为
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s1s2=s2s1=s2   ∀s1 ∈S1,∀s2 ∈S2

其它元素的运算按照以前的定义.因为左几乎正则幺半群是左PP幺半群,则S是左PP幺半群.而左PP幺

半群未必是左几乎正则幺半群,所以所有挠自由的S 系不一定是主弱平坦的.但令T=S1,此时所有挠自

由的S 系是T 主弱平坦的.
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