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带两参数的四阶两点边值问题正解的存在性①

魏 梅

西北师范大学 数学与统计学院,兰州730070

摘要:考虑两参数四阶常微分方程两点边值问题u(4)(x)+βu″(x)-αu(x)=f(x,u(x),u″(x))(x∈[0,1])在

边值条件u(0)=u(1)=u″(0)=u″(1)=0下正解的存在性,其中f:I×R+×R- →R+ 连续.通过构造特殊的

锥,在相应线性微分方程第一特征值的相关条件下,运用锥上的不动点指数理论,获得该问题正解的存在性结果.
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记I=[0,1],R+=[0,+∞),R-=(-∞,0].考虑带两参数的四阶常微分方程两点边值问题

u(4)(x)+βu″(x)-αu(x)=f(x,u(x),u″(x))   x∈I (1)

在边值条件

u(0)=u(1)=u″(0)=u″(1)=0 (2)

下正解的存在性,其中f:I×R+×R- →R+ 连续.
四阶边值问题是熟知的刻画弹性梁状态的数学模型,因此研究其解的存在性有重要的意义.而在实

际生活中,只有正解有意义.近年来,有许多作者研究过其正解的存在性,并得到了一些好的结果(见文

献[1-8]).特别地,文献[1]运用锥拉伸与压缩不动点定理研究了四阶边值问题

u(4)(x)=f(x,u(x))   x∈I
在边值条件(2)下正解的存在性.文献[2]改进和推广了文献[1]的结果,考虑两参数边值问题

u(4)(x)+βu″(x)-αu(x)=f(x,u(x))   x∈I
在边值条件(2)下正解的存在性.其中参数α,β∈R满足

β<2π2   α≥-β2

4   
α
π4+β

π2 <
1

而文献[3]运用锥上的不动点指数理论研究了方程(1)中无参数的情形.文献[4]推广了文献[2]的结果,运

用锥上的不动点指数理论讨论了四阶边值问题(1)-(2)正解的存在性.
受上述思想启发,本文通过构造一个特殊的锥,运用锥上的不动点指数理论讨论非线性项含有二阶导

数项的四阶边值问题(1)-(2)在涉及第一特征值的相关条件下正解的存在性.本文将文献[3]的结论推广

到两参数四阶微分方程边值问题,改进和优化了文献[4]对f 的限制条件.本文始终假设下面两条件成立:

(H1)f:I×R+×R- →R+ 连续;
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(H2)α>0或β>0,且β<2π2,α≥-β2

4
,α
π4+β

π2 <
1.

1 预备知识及引理

记C(I)是赋予范数 ‖u‖=max
x∈I

|u(x)|的连续函数空间,C2(I)和C4(I)分别为定义于I上的二

阶与四阶连续可微函数空间.设C+ (I)是C(I)中所有非负函数构成的锥.本文取工作空间E=C2(I),在

C2(I)中取等价范数 ‖u‖2=‖u‖+‖u″‖.对h∈C+ (I),我们考虑方程(1)对应的线性方程

u(4)(x)+βu″(x)-αu(x)=h(x)   x∈I (3)

  设λ1,λ2 为多项式P(λ)=λ2+βλ-α的两个实根,且λ1<λ2(见文献[2,4]),由条件(H2)知-π2<

λ1<0.此时对每个给定的h∈C+ (I),由文献[2]知,边值问题(3)-(2)的唯一解u(x)可表示为

u(x)=∫
1

0∫
1

0
G1(x,y)G2(y,z)h(z)dzdy∈C4(I) (4)

其中Gi(x,y)(i=1,2)为边值问题

u″(x)+λiu(x)=0

u(0)=u(1)=0{
的Green函数,满足文献[2]的引理2.1.令

Mi=max
x∈I

Gi(x,x)   mi= min
x∈ 1

4
,3
4[ ]

Gi(x,x)   i=1,2

C0=∫
1

0
G1(y,y)G2(y,y)dy

则Mi,mi,C0 >0.
引理1 设h∈C+ (I),则线性边值问题(3)-(2)的唯一解u 有如下性质:

(a) min
x∈ 1

4
,3
4[ ]

u(x)≥σ1‖u‖;

(b)u″(x)≤0,‖u″‖ ≤σ2‖u‖,其中

σ1=
δ1δ2C0m1

C1C2M1
>0   σ2=

C2

C0δ1δ2m1
-λ1 >0

  证  由(4)式及文献[2]的引理2.1􀃡 有

‖u‖=max
x∈I

|u(x)|≤C1C2M1∫
1

0
G2(z,z)h(z)dz

另一方面,由文献[2]的引理2.1􀃢 有

u(x)≥δ1δ2C0G1(x,x)∫
1

0
G2(z,z)h(z)dz

从而

u(x)≥
δ1δ2C0

C1C2M1
G1(x,x)‖u‖

因此

min
x∈ 1

4
,3
4[ ]

u(x)≥σ1‖u‖

又由于

‖u‖ ≥ max
x∈ 1

4
,3
4[ ]

|u(x)|≥δ1δ2C0m1∫
1

0
G2(z,z)h(z)dz (5)

由(4)式可得
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-u″(x)+λ1u(x)=∫
1

0
G2(x,z)h(z)dz

由于λ1 <0,故u″(x)≤0.结合(5)式有

‖u″‖ ≤|λ1|‖u‖+C2∫
1

0
G2(z,z)h(z)dz≤ |λ1|+

C2

δ1δ2C0m1

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖u‖=σ2‖u‖

证毕.
下面我们取E 中的凸锥

K = u∈C2(I)|u(x)≥0,u″ ≤0, min
x∈ 1

4
,3
4[ ]

u(x)≥σ1‖u‖,‖u″‖ ≤σ2‖u‖,∀x∈I{ }

并作积分算子A:K →C2(I)如下:

Au(x)=∫
1

0∫
1

0
G1(x,y)G2(y,z)f(z,u(z),u″(z))dzdy

由A 的定义及引理1易证A(K)⊂K,且有A:K →C2(I)全连续.
按引理1,易知边值问题(1)-(2)的解等价于A 在E 中的非平凡不动点.下面我们运用锥上的不动点

指数理论[3,7]寻找A 的非零不动点.

2 主要结论及证明

为叙述方便,我们令L=π4-βπ2-α,则由条件(H2)知L >0.本文的主要结论及证明如下:

定理1 设f,α,β 满足条件(H1)和(H2),并且下述条件成立:

(F1)存在a1,b1 ≥0,满足a1+b1π2 <L,且存在常数p1 >0,使得

f(x,u,v)≤a1u-b1v   ∀x∈I,u∈ [0,p1],v∈ [-p1,0]

  (F2)存在a2,b2 ≥0,满足a2+b2π2 >L,且存在h1 ∈C+ (I),使得

f(x,u,v)≥a2u-b2v-h1(x)   ∀x∈I,u≥0,v≤0
则边值问题(1)-(2)至少存在一个正解.

证  设0<r<R,令

Ω1={u∈C2(I)|‖u‖2 <r}

Ω2={u∈C2(I)|‖u‖2 <R}

下证当r充分小,R 充分大时,A 在(Ω2\Ω1)∩K 中有不动点.取r∈ (0,p1],先证A 在􀆟Ω1∩K 上

满足

μAu≠u   ∀u∈􀆟Ω1 ∩K,0<μ≤1 (6)

反设(6)式不成立,即存在0<μ1≤1及u1∈􀆟Ω1∩K,使μ1Au1=u1.由A 的定义,u1∈C4(I)满足

u(4)
1 (x)+βu″

1(x)-αu1(x)=μ1f(x,u1(x),u″
1(x))   x∈I (7)

及条件(2),由于

0≤u1(x),-u″
1(x)≤ ‖u1‖2=r≤p1

则按条件(F1),有

f(x,u1(x),u″
1(x))≤a1u1(x)-b1u″

1(x)
方程(7)两边同乘sinπx,积分得

∫
1

0
(u(4)
1 (x)+βu″

1(x)-αu1(x))sinπxdx=μ1∫
1

0
f(x,u1(x),u″

1(x))sinπxdx

从而有

L∫
1

0
u1(x)sinπxdx≤ (a1+b1π2)∫

1

0
u1(x)sinπxdx

由引理1知
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∫
1

0
u1(x)sinπxdx≥∫

3
4

1
4

u1(x)sinπxdx≥
2σ1
π ‖u1‖ >0

由此得L ≤ (a1+b1π2),这与条件(F1)矛盾,因此(6)式成立.由文献[3]的引理2知

i(A,Ω1 ∩K,K)=1

  另一方面,取e=sinπx,则e∈K\{θ},下证当R 充分大时,A 在􀆟Ω2 ∩K 上满足

u-Au≠τe   u∈􀆟Ω2 ∩K,τ≥0 (8)

反设(8)式不成立,即存在u2 ∈􀆟Ω2∩K 及τ0≥0,使u2-Au2=τ0e.由A 的定义,Au2=u2-τ0e为

h(x)=f(x,u2(x),u″
2(x))相应线性方程(3)-(2)的解,故u2 ∈C4(I),满足条件(2)且

(u2(x)-τ0e)(4)(x)+β(u2(x)-τ0e)″ -α(u2(x)-τ0e)=f(x,u2(x),u″
2(x))   x∈I (9)

由条件(F2),

f(x,u2(x),u″
2(x))≥a2u2(x)-b2u″

2(x)-h1(x)

方程(9)两边乘sinπx,积分得

L∫
1

0
u2(x)sinπxdx-Lτ0∫

1

0
sin2πxdx≥ (a2+b2π2)∫

1

0
u2(x)sinπxdx-∫

1

0
h1(x)sinπxdx

则有

(a2+b2π2-L)∫
1

0
u2(x)sinπxdx≤∫

1

0
h1(x)sinπxdx

由条件(F2)知,a2+b2π2-L >0,因此

∫
1

0
u2(x)sinπxdx≤

1
a2+b2π2-L∫

1

0
h1(x)sinπxdx

按(9)式,u2(x)为

h(x)=f(x,u2(x),u″
2(x))+Lτ0sinπx

对应线性方程(3)的解,则由引理1,

∫
1

0
u2(x)sinπxdx≥∫

3
4

1
4

u2(x)sinπxdx≥
2σ1
π ‖u2‖

因此

‖u2‖ ≤
π
2σ1∫

1

0
u2(x)sinπxdx

故由锥K 的定义及引理1得

‖u2‖2=‖u2‖+‖u″
2‖ ≤ (1+σ2)‖u2‖ ≤

π(1+σ2)

2σ1
· 1
a2+b2π2-L∫

1

0
h1(x)sinπxdx≤

2(1+σ2)
σ1

· 1
a2+b2π2-L

‖h1‖=R1

取R>max{R1,p1},则在􀆟Ω2∩K 上‖u2‖2=R>R1,矛盾.故(8)式成立.由文献[3]引理3知i(A,

Ω2 ∩K,K)=0,则按不动点指数的区域可加性有

i(A,(Ω2\Ω1)∩K,K)=i(A,Ω2 ∩K,K)-i(A,Ω1 ∩K,K)=-1

  故A 在(Ω2\Ω1)∩K 中有不动点,此不动点即为边值问题(1)-(2)的正解.

  定理2 设f,α,β 满足条件(H1)和(H2),并且下述条件成立:

  (F'1)存在a1,b1 ≥0,满足a1+b1π2 >L,且存在常数p2 >0,使得

f(x,u,v)≥a1u-b1v   ∀x∈I,u∈ [0,p2],v∈ [-p2,0]

4 西南大学学报(自然科学版)     http://xbbjb.swu.cn     第36卷



  (F'2)存在a2,b2 ≥0,满足a2+b2π2 <L,且存在h2 ∈C+ (I),使得

f(x,u,v)≤a2u-b2v+h2(x)   ∀x∈I,u≥0,v≤0
则边值问题(1)-(2)至少存在一个正解.

证  类似定理1,取r∈ [0,p2],及e=sinπx ∈K\{θ}.先证A 在􀆟Ω1 ∩K 上满足

u-Au≠τe   τ≥0,u∈􀆟Ω1 ∩K (10)

反设(10)式不成立,即存在u1∈􀆟Ω1∩K 及τ1≥0,使u1-Au1=τ1e.由A 的定义,Au1=u1-τ1e为

h(x)=f(x,u1(x),u″
1(x))

相应线性方程(3)-(2)的解,故u1 ∈C4(I)满足

(u1(x)-τ1e)(4)(x)+β(u1(x)-τ1e)″ -α(u1(x)-τ1e)=f(x,u1(x),u″
1(x))   x∈I (11)

由于0≤u1(x),-u″
1(x)≤ ‖u1‖2=r≤p2,则由条件(F'1)知

f(x,u(x),u″(x))≥a1u(x)-b1u″(x)

方程(11)两边同乘sinπx,并在I上积分,得

L∫
1

0
u1(x)sinπxdx≥ (a1+b1π2)∫

1

0
u1(x)sinπxdx

由∫
1

0
u1(x)sinπxdx >0,得L≥a1+b1π2,与条件(F'1)矛盾,故(11)式成立,则i(A,Ω1∩K,K)=0.

下证当R 充分大时,A 在􀆟Ω2 ∩K 上满足

μAu≠u   ∀u∈􀆟Ω2 ∩K,0<μ≤1 (12)

反设(12)式不成立,即存在u2 ∈􀆟Ω2 ∩K 及0<μ2 ≤1,使μ2Au2=u2.由A 的定义,u2(x)满足

u
(4)
2 (x)+βu″

2(x)-αu2(x)=μ2f(x,u2(x),u″
2(x))   x∈I (13)

由条件(F'2)知

f(x,u2(x),u″
2(x))≤a2u2(x)-b2u″

2(x)+h2(x)

方程(13)两边同乘sinπx,积分得

L∫
1

0
u2(x)sinπxdx≤ (a2+b2π2)∫

1

0
u2(x)sinπxdx+∫

1

0
h2(x)sinπxdx   x∈I

从而有

(L-(a2+b2π2))∫
1

0
u2(x)sinπxdx≤∫

1

0
h2(x)sinπxdx

由条件(F'2)知L-(a2+b2π2)>0,因此

∫
1

0
u2(x)sinπxdx≤

1
L-(a2+b2π2)∫

1

0
h2(x)sinπxdx

由(13)式知,u2(x)为h(x)=μ2f(x,u2(x),u″
2(x))对应的线性方程(3)的解,则按锥K 的定义有

‖u2‖2=‖u2‖+‖u″
2‖ ≤ (1+σ2)‖u2‖ ≤

π(1+σ2)

2σ1
· 1
L-(a2+b2π2)∫

1

0
h1(x)sinπxdx≤

2(1+σ2)
σ1

· 1
L-(a2+b2π2)

‖h1‖=R2

取R>max{R2,p2},则在􀆟Ω2∩K 上,‖u2‖2=R>R2,矛盾,故(13)式成立,则i(A,Ω2∩K,K)=1,

按不动点指数的区域可加性有

i(A,(Ω2\Ω1)∩K,K)=i(A,Ω2 ∩K,K)-i(A,Ω1 ∩K,K)=1

故A 在(Ω2\Ω1)∩K 中有不动点,此不动点即为边值问题(1)-(2)的正解.
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ExistenceofPositiveSolutionsforFourth-OrderTwo-Point
BoundaryValueProblemswithTwoParameters

WEI Mei
CollegeofMathematicsandStatistics,NorthwestNormalUniversity,Lanzhou730070,China

Abstract:Inthispaper,theexistenceofpositivesolutionsforthefourth-ordertwo-pointordinarydifferen-

tialequationboundaryvalueproblemwithtwoparametersisconsidered:u(4)(x)+βu″(x)-αu(x)=f(x,

u(x),u″(x))(x∈[0,1]);u(0)=u(1)=u″(0)=u″(1)=0,wheref:I×R+×R- →R+iscontinuous.

Aspecialconeisconstructed,andtheexistenceofpositivesolutionsoftheproblemisobtainedbyusing
thefixedpointindextheoryincones,undertheconditionsonthefirsteigenvalueoftherelevantlineardif-

ferentialequation.

Keywords:fourth-ordertwo-pointboundaryvalueproblem;two-parameter;cone;fixedpointindex;posi-

tivesolution
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