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非凸变分不等式的四步投影算法
及其收敛性分析①
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重庆师范大学 数学学院,重庆401331

摘要:利用非凸变分不等式和不动点问题的等价关系,给出了一个新的求解非凸变分不等式的四步投影算法.该算

法在现有的三步迭代算法基础上,利用校正方法建立了第四步迭代公式.最后在适当条件下证明了该算法的收敛

性,所得结论推广了该领域内的一些最新结果.
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变分不等式理论是1964年Stampacchia在文献[1]中提出的,它是非线性分析的重要组成部分.变分

不等式理论与力学、微分方程、控制理论、数学经济、最优化理论、对策理论、非线性规划等理论和应用学

科有着广泛的联系并有重要的应用.在过去的几十年中,有很多文献都致力于研究求解变分不等式的数值

方法(见文献[1-12]).近些年,Noor在文献[2-3]中引入和研究了一类定义在非凸集合上的变分不等式,

这类变分不等式为非凸变分不等式.Noor在文献[2-3]中证明了投影方法能够推广到非凸变分不等式问题

上,并且利用投影方法建立了非凸变分不等式问题与不动点问题的等价性.Noor在文献[4]中利用这种等

价性研究了非凸变分不等式解的存在性,此外还给出了求解非凸变分不等式的两步、三步迭代算法并对其

收敛性进行了证明.本文受文献[2-4]的启发,并利用校正原理提出一个新的求解非凸变分不等式的四步

投影算法,最后在适当的条件下证明了该算法的收敛性.

1 预备知识

设H 是实Hilbert空间,它的内积和范数分别记为<·,·>和 ‖·‖,设K 是H 中的一个非空闭凸集.
定义1[5-6] 集合K 在点u∈H 的近似法锥定义为

NP
K(u)={ξ∈H:u∈PK(u+αξ)} (1)

其中α>0是常数,

PK(u)={u* ∈K:dK(u)=‖u-u*‖}   dK(u)=inf
v∈K
‖v-u‖

  定义2[6-7] 对给定的常数r∈ (0,∞),集合Kr⊂K 被称为正规一致r 临近正则集当且仅当对

∀u∈Kr 和0≠ξ∈NP
Kr(u),有下面的式子成立:
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<ξ
‖ξ‖

,v-u>≤ 12r‖v-u‖2   ∀v∈Kr (2)

  考虑下面的非凸变分不等式问题:

  设T:Kr →Kr 是给定的非线性算子,求u∈Kr,使得

<Tu,v-u>≥0   ∀v∈Kr (3)

注意到,如果Kr =K,则问题(3)等价于下面的变分不等式问题:

求u∈K,使得

<Tu,v-u>≥0   ∀v∈K (4)

问题(4)就是Stampacchia在文献[1]中首次提出的变分不等式问题.
众所周知,问题(3)等价于求u∈Kr,使得

0∈Tu+NP
Kr(u) (5)

等价转化(5)为本文使用投影法来研究问题(3)提供了理论依据.
定义3 算子g:H →H 被称为

1)ξ 强单调的当且仅当存在常数ξ>0,使得

<g(x)-g(x'),x-x'>≥ξ‖x-x'‖2   ∀x,x'∈H (6)

  2)η-Lipschitz连续的当且仅当存在常数η>0,使得

‖g(x)-g(x')‖ ≤η‖x-x'‖   ∀x,x'∈H (7)

  引理1[2,5-6,8] 设r∈(0,∞],集合Kr={u∈H:d(u,K)<r}.如果Kr 为一致r 临近正则集,

则下面的论断成立:

 ∀u∈Kr,PKr(u)≠Ø;

 ∀r'∈ (0,r),PKr 是δ-Lipschitz连续的,且Lipschitz常数δ=
r

r-r'
;

 近似法锥NP
Kr(u)是一个闭的集值映射.

引理2[9] 设{an}为非负实数列,{bn}为实数列,{dn}是(0,1)中的实数列,且满足

an+1 ≤ (1-dn)an +bn,∀n≥0;

∑
∞

n=0
dn =∞;

limsup
n→∞

bn

dn
≤0或∑

∞

n=0
|bn|< ∞.

则lim
n→∞

an =0.

2 迭代算法

首先,我们建立下面的重要引理:

引理3 u* ∈Kr 是非凸变分不等式问题(3)的解当且仅当

u* =PKr[u* -ρTu*] (8)

其中PKr 是H 在一致r 临近正则集Kr 上的投影.
证  设u* ∈Kr 是问题(3)的解,则对任意常数ρ>0,问题(3)等价于

0∈ρTu* +ρNP
Kr(u*)=u* +ρNP

Kr(u*)-(u* -ρTu*)=
(I+ρNP

Kr)(u*)-(u* -ρTu*) (9)

由PKr =(I+ρNP
Kr)-1 知,(9)式等价于

u* =(I+ρNP
Kr)-1[u* -ρTu*]=PKr[u* -ρTu*]
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  下面利用引理3建立求解非凸变分不等式问题(3)的四步投影算法:

  四步投影算法  任意选取初始点u0 ∈Kr,采用下面的迭代格式计算序列{un}:

xn =(1-δn)un +δnPKr[un -ρTun]   n=0,1,2,… (10)

yn =(1-γn)un +γnPKr[xn -ρTxn]   n=0,1,2,… (11)

zn =(1-βn)un +βnPKr[yn -ρTyn]   n=0,1,2,… (12)

un+1=(1-αn)un +αnPKr[zn -ρTzn]   n=0,1,2,… (13)

其中PKr 是H 在一致r 临近正则集Kr 上的投影,αn,βn,γn,δn ∈ [0,1]为常数.
注1 当r=∞时,四步投影算法简化为求解问题(4)的算法.适当地选取αn,βn,γn 和δn,可得求解变

分不等式和平衡问题的Noor迭代、Mann迭代和Ishikawa迭代方法.

3 主要结果

定理1 设K 是Hilbert空间H 的非空闭凸子集,Kr ⊂K 是一致r 临近正则集.PKr 是δ-Lipschitz

算子,且Lipschitz常数δ=
r

r-r'.设非线性算子T:Kr×Kr →Kr 是ξ 强单调和η-Lipschitz连续的.如

果存在常数ρ>0,αn,βn,γn,δn ∈ [0,1](n∈N+),使得下述条件成立:

 ρ-ξ
η2 <

δ2ξ2-η2(δ2-1)
δη2

,δξ>η δ2-1;

∑
∞

n=0
αn(1-θn)=∞.

其中

θn =θ(1-βn(1-θ(1-γn(1-θ(1-δn(1-θ))))))   θ=δ 1-2ρξ+ρ2η2

则问题(3)有解,即存在u* ∈Kr 满足(3)式.进一步,由四步投影算法产生的迭代序列{un}收敛到u*.
证 由文献[4]的定理3.1知,定理1的第一部分结论显然.因此只需证明定理1后一部分结论成立即

可.设u* ∈Kr 是问题(3)的解,则由引理3有

u* =(1-αn)u* +αnPKr[u* -ρTu*] (14)

u* =(1-βn)u* +βnPKr[u* -ρTu*] (15)

u* =(1-γn)u* +γnPKr[u* -ρTu*] (16)

u* =(1-δn)u* +δnPKr[u* -ρTu*] (17)

其中0≤αn,βn,γn,δn ≤1是常数.
由(13),(14)式及PKr 的δ-Lipschitz连续性,有

‖un+1-u*‖=‖(1-αn)(un -u*)+αn{PKr[zn -ρTzn]-PKr[u* -ρTu*]}‖ ≤
(1-αn)‖un -u*‖+αn‖PKr[zn -ρTzn]-PKr[u* -ρTu*]‖ ≤
(1-αn)‖un -u*‖+αnδ‖zn -u* -ρ(Tzn -Tu*)‖ (18)

因为T 是ξ 强单调和η-Lipschitz连续的,所以

‖zn -u* -ρ(Tzn -Tu*)‖2=

‖zn -u*‖2-2ρ<Tzn -Tu*,zn -u*>+ρ2‖Tzn -Tu*‖2 ≤

‖zn -u*‖2-2ρξ‖zn -u*‖2+ρ2η2‖zn -u*‖2=
(1-2ρξ+ρ2η2)‖zn -u*‖2 (19)

  同理,由(12),(15)式及PKr 的δ-Lipschitz连续性,有

‖zn -u*‖=‖(1-βn)(un -u*)+βn{PKr[yn -ρTyn]-PKr[u* -ρTu*]}‖ ≤
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(1-βn)‖un -u*‖+βn‖PKr[yn -ρTyn]-PKr[u* -ρTu*]‖ ≤
(1-βn)‖un -u*‖+βnδ‖yn -u* -ρ(Tyn -Tu*)‖ (20)

因为T 是ξ 强单调和η-Lipschitz连续的,所以

‖yn -u* -ρ(Tyn -Tu*)‖2=

‖yn -u*‖2-2ρ<Tyn -Tu*,yn -u*>+ρ2‖Tyn -Tu*‖2 ≤

‖yn -u*‖2-2ρξ‖yn -u*‖2+ρ2η2‖yn -u*‖2=
(1-2ρξ+ρ2η2)‖yn -u*‖2 (21)

  由(11),(16)式及PKr 的δ-Lipschitz连续性,有

‖yn -u*‖=‖(1-γn)(un -u*)+γn{PKr[xn -ρTxn]-PKr[u* -ρTu*]}‖ ≤
(1-γn)‖un -u*‖+γn‖PKr[xn -ρTxn]-PKr[u* -ρTu*]‖ ≤
(1-γn)‖un -u*‖+γnδ‖xn -u* -ρ(Txn -Tu*)‖ (22)

因为T 是ξ 强单调和η-Lipschitz连续的,所以

‖xn -u* -ρ(Txn -Tu*)‖2=

‖xn -u*‖2-2ρ<Txn -Tu*,xn -u*>+ρ2‖Txn -Tu*‖2 ≤

‖xn -u*‖2-2ρξ‖xn -u*‖2+ρ2η2‖xn -u*‖2=
(1-2ρξ+ρ2η2)‖xn -u*‖2 (23)

  进一步,由(10),(17)式及PKr 的δ-Lipschitz连续性,有

‖xn -u*‖=‖(1-δn)(un -u*)+δn{PKr[un -ρTun]-PKr[u* -ρTu*]}‖ ≤
(1-δn)‖un -u*‖+δn‖PKr[un -ρTun]-PKr[u* -ρTu*]‖ ≤
(1-δn)‖un -u*‖+δnδ‖xn -u* -ρ(Tun -Tu*)‖ (24)

因为T 是ξ 强单调和η-Lipschitz连续的,所以

‖un -u* -ρ(Tun -Tu*)‖2=

‖un -u*‖2-2ρ<Tun -Tu*,un -u*>+ρ2‖Tun -Tu*‖2 ≤

‖un -u*‖2-2ρξ‖un -u*‖2+ρ2η2‖un -u*‖2=
(1-2ρξ+ρ2η2)‖un -u*‖2 (25)

综合(18)-(25)式,可得

‖un+1-u*‖ ≤ (1-αn)‖un -u*‖+αnθ(1-βn)‖un -u*‖+

αnβnθ2(1-γn)‖un -u*‖+

αnβnγnθ3[1-δn(1-θ)]‖un -u*‖=
{1-αn[1-θ(1-βn(1-θ(1-γn(1-θ(1-δn(1-θ))))))]}‖un -u*‖=
[1-αn(1-θn)]‖un -u*‖

由  有0≤θ<1.所以θn ∈ [0,1],αn(1-θn)∈ [0,1].从而由引理2知,序列{un}收敛到u*.
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ConvergenceAnalysisofFour-StepProjection
AlgorithmforNon-ConvexVariationalInequalities

ZHANGLiang, WUZhi-you
CollegeofMathematicsScience,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China

Abstract:Itiswellknownthatthenon-convexvariationalinequalitiesareequivalenttothefixedpoint

problems.Anewfour-stepprojectivealgorithmisproposedfornon-convexvariationalinequalitiesbasedon

theequivalence.Withtheknownthree-stepiterativealgorithmsasaspecialcaseandusingthetechniqueof

updating,afourth-stepiterationschemeisestablished.Finally,theconvergencecriteriaofthealgorithms

areprovedundersomemildconditions.Theresultsinthispapercanbeviewedasanimprovementandex-

tensionofthepreviouslyknownresultsforgeneralvariationalinequalities.

Keywords:non-convexvariationalinequality;uniformprox-regularset;ξ-stronglymonotoneoperator;η-
Lipschitzcontinuousoperator;four-stepprojectionalgorithm
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