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非线性Volterra-Stieltjes型积分方程解的存在性①
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摘要:根据非紧性测度以及凸幂凝聚算子的不动点定理,研究一类更具一般性的非线性 Volterra-Stieltjes型积分

方程解的存在性.由于非线性项中含有非线性积分算子,相对于线性积分算子,所得结论推广和丰富了已有的一

些结果.
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Volterra-Stieltjes型积分方程的研究是在20世纪60年代开始的.文献[1-4]利用著名的Schauder不

动点定理证明了积分算子中积分核依赖于单个变量或两个变量的Volterra-Stieltjes型积分方程解的存在性.
特别地,文献[5]利用非紧性测度及其凸幂凝聚算子的不动点定理研究了Banach空间中非线性Volterra型

积分方程解的存在性.文献[6]研究了一类非线性Volterra-Stieltjes型积分方程解的存在性.受此思想的启

发,本文将在实Banach空间(E,‖·‖)中考虑一类更具一般性的非线性Volterra-Stieltjes型积分方程

x(t)=∫
t

t0
k1(t,s)f1(s,x(s),(Tx)(s))dg(s)   ∀t∈I (1)

解的存在性,其中

(Tx)(s)=∫
s

t0
k2(s,ν)f2(ν,x(ν))dν   I=[t0,t0+a]

以及

ki ∈C[D,R]   i=1,2   D={(t,s)∈I×I:s≤t} (2)

f1 ∈C[I×E×E,E]   f2 ∈C[I×E,E] (3)

由于T 是一个非线性积分算子,从而本文即将获得的结论从本质上推广并丰富了已有文献的一些结果.例

如,当g(s)=s时,积分方程(1)即是文献[7]中研究的非线性Volterra型积分方程.

1 预备知识

本文总假定(E,‖·‖)是实Banach空间.不失一般性,令t0=0,h=1,则I=[0,1].定义范数

‖x‖c =max{‖x(t)‖:t∈I},则C[I,E]按范数‖x‖c 构成Banach空间.并且本文均用α(·)表示E
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和C[I,E]中有界集的Kuratowski非紧性测度.对 ∀r>0,令Tr ={x∈E:‖x‖ ≤r},以及

Ki=max{|ki(t,s)|:(t,s)∈D}   i=1,2
M1(r)=sup{‖f1(t,x,y)‖:(t,x,y)∈I×Tr ×Tr}

M2(r)=sup{‖f2(t,x)‖:(t,x)∈I×Tr}

若 H ⊂C[I,E],t∈I,令 H(t)={x(t):x∈H}.
定义1[8] 设B 为E 中的闭凸集,A:B →B.如果A 连续有界且存在x0∈B 以及正整数n0,使得

对任何非相对紧的有界集S⊂B,都有α(A(n0,x0)(S))<α(S),则称A 是凸幂凝聚算子.其中

A(1,x0)(S)=A(S)   A(n,x0)(S)=A(co{A(n-1,x0)(S),x0})   n=2,3,…

  引理1[6] 设H 是C[I,E]中的有界等度连续集,g是I上单调递增的连续函数,则α(H(t))∈C(I,

R+
),并且

α∫
t

0
x(s)dg(s):x∈H{ }( ) ≤∫

t

0
α({x(s):x∈H})dg(s)   ∀t∈I

  引理2[7] 设∀R>0,f1 和f2 分别在I×E×E 和I×E 上一致连续,且H 是C[I,E]中的有界

等度连续集,k1,k2 ∈C[D,R],则

{k1(t,s)f1(t,x(t),y(t)):x,y∈H}   {k2(t,s)f2(t,x(t)):x∈H}
分别是C[I×E×E,E]和C[I×E,E]中的等度连续集.

引理3[8] 设B 为E 中的非空有界闭凸集,A:B →B 是凸幂凝聚算子,则A 在B 中有不动点.
引理4[9] 如果x 关于有界变差函数ϕ 在[a,b]上是Stieltjes可积的,则

‖∫
b

a
x(s)dϕ(s)‖ ≤ supa≤s≤b

‖x(s)‖ ∨
b

a
ϕ

‖∫
t

a
x(x)dϕ(s)‖ ≤∫

t

a
‖x(s)‖d(∨

s

a
ϕ)   ∀t∈ [a,b]

其中 ∨
b

a
ϕ 表示ϕ(t)在[a,b]上的变差.

引理5[10] 设H 是C[I,E]中的有界等度连续集,x0∈C[I,E],则co{H,x0}是C[I,E]中的有

界等度连续集.
引理6[11] 设 H 是C[I,E]中的有界等度连续集,则

αH =max
t∈I

α(H(t))=α(H(I))

其中αH 表示C[I,E]中的非紧性测度,H(I)={x(t):x ∈H,t∈I}=∪
t∈I

H(t).

2 主要结果

定理1 假设下列条件成立:
(H1)g(s)是I上的单调递增连续函数;
(H2)对任给实数r>0,f1,f2 分别在I×Tr ×Tr 和I×Tr 上一致连续,且满足

limsup
r→+∞

M1(r)
r <1 (4)

  (H3)存在常数L1,L2 >0,使得对E 中的任何有界集B1,B2,B3,函数f1,f2 满足

α(f1(t,B1,B2))≤L1α(B2)   α(f2(t,B3))≤L2α(B3) (5)

则积分方程(1)在C[I,E]中至少存在一个解.
证  定义积分算子

(Fx)(t)=∫
t

0
k1(t,s)f1(s,x(s),(Tx)(s))dg(s)

则根据函数g和ki 以及fi(i=1,2)的性质,不难证明F:C[I,E] →C[I,E]连续有界,且积分方程(1)
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在I上的解等价于算子F 的不动点.下面将用引理3分3步完成定理的证明.
第一步:由条件(H2)知,存在a∈ (0,1)及r0>0,使得对 ∀r≥r0,有M1(r)<ar,令r* ≥r0

以及aK1 ∨
1

0
g≤1,记

V={x∈C[I,E]:‖x‖c ≤r*}

显然,V 是C[I,E]中的连续有界闭凸子集.则对 ∀x ∈V,根据(4)式以及引理4可得

‖Fx‖c ≤K1∫
t

0
‖f1(s,x(s),(Tx)(s))‖d(∨

s

0
g)≤

K1M1(r*)∫
t

0
d(∨

s

0
g)≤

aK1r* ∨
1

0
g≤r*

因此Fx ∈V,故F:V →V 连续且有界.

第二步:证明F(V)⊂C[I,E]为等度连续集.事实上,根据k1(t,s)和 ∨
t

0
g 关于t在I上的性

质及Lebesgue控制收敛定理知,当|t2-t1|→0时,对 ∀x ∈V,0≤t1 ≤t2 ≤1,有

‖(Fx)(t1)-(Fx)(t2)‖ ≤∫
t1

0
|k1(t1,s)-k1(t2,s)|·‖f1(s,x(s),(Tx)(s))‖d(∨

s

0
g)+

∫
t2

t1
|k1(t2,s)|·‖f1(s,x(s),(Tx)(s))‖d(∨

s

0
g)≤

M1(r*)∫
t1

0
|k1(t1,s)-k1(t2,s)|d(∨

s

0
g)+K1M1(r*)(∨

t2

0
g-∨

t1

0
g)≤

ar*∫
t1

0
|k1(t1,s)-k1(t2,s)|d(∨

s

0
g)+aK1r*(∨

t2

0
g-∨

t1

0
g)→0

故F(V)是等度连续集.
第三步:令W =coF(V),则F:W →W 连续且有界,从而根据引理5知,W ⊂C[I,E]为等度连

续有界集.下证F:W →W 是凸幂凝聚算子,即证:取x0∈W,存在正整数n0,使得对任何非相对紧集

B ⊂W,有

α(F(n0,x0)(B))<α(B)
对 ∀B ⊂W,由F(n,x0)(B)的定义及引理5知,F(n,x0)(B)⊂V 也是等度连续有界集,故由引理6知

α(F(n,x0)(B))=max
t∈I

α(F(n,x0)(B)(t))   n=1,2,… (6)

又根据引理6、引理2、引理1和(5)式知,对 ∀t∈I,有

α(F(1,x0)(B)(t))≤K1∫
t

0
α(f1(s,B(s),(TB)(s)))dg(s)≤

K1L1∫
t

0
α∫

s

0
k2(s,ν)f2(ν,B(ν))dν( )dg(s)≤

K1L1∫
t

0
K2L2α(B)dg(s)≤

K1K2L1L2g(t)α(B) (7)

又由F(1,x0)(B)的等度连续性和fi 的一致连续性,以及引理5和引理2可知

k1(t,s)f1(s,co{(F(1,x0)(B))(s),x0(s)},(Tco{F(1,x0)(B),x0})(s))

k2(s,ν)f2(ν,co{(F(1,x0)(B)),x0(ν)})
都是等度连续的,从而根据(5)式和(7)式,同时注意

(coF(1,x0)(B))(t)=co((F(1,x0)(B))(t))
有
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α(F(2,x0)(B)(t))=α∫
t

0
k1(t,s)f1(s,co{(F(1,x0)(B))(s),x0(s)},C)dg(s)( ) ≤

(K1K2L1L2)2α(B)∫
t

0
g(s)dg(s)≤

(K1K2L1L2)2
g2(t)
2! α(B)

这里

C=(Tco{F(1,x0)(B),x0})(s)
则根据数学归纳法不难证明

α(F(n,x0)(B)(t))≤ (K1K2L1L2)n
gn(t)
n! α(B)≤ (K1K2L1L2)n

gn(1)
n! α(B) (8)

于是根据(6)式和(8)式知

α(F(n,x0)(B))=max
t∈I

α(F(n,x0)(B)(t))≤ (K1K2L1L2)n
gn(1)
n! α(B)

由于当n→ ∞ 时,(K1K2L1L2)n
gn(1)
n! →0.故存在正整数n0,使得α(F(n0,x0)(B))<α(B),这就证明

了F:W →W 是一个凸幂凝聚算子.
综上所述,根据引理3,F 在W 中存在不动点x*,即x* 是积分方程(1)在C[I,E]中的解,证毕.
注1 事实上,如果假设h∈C[I,E]以及其它条件不变的情况下,则对于非线性积分方程

x(t)=h(t)+∫
t

t0
k1(t,s)f1s,x(s),∫

s

t0
k2(s,ν)f2(ν,x(ν))dν( )dg(s)   ∀t∈I

也有同样的结果,其证明过程也完全类似.
注2 读者可以进一步考虑如下积分方程

x(t)=h(t)+∫
t

t0
k1(t,s)f1s,x(s),∫

s

t0
k2(s,ν)f2(ν,x(ν))dβ(ν)( )dγ(s)   ∀t∈I

解的存 在 性,即 非 线 性 项 中 同 时 含 有 非 线 性 Volterra-Stieltjes型 积 分 算 子.此 外,读 者 也 可 考 虑

Volterra-Stieltjes型积分方程

x(t)=h(t)+∫
t

t0
G(t,s)f(s,x(s),Tx(s),Sx(s))dg(s)   ∀t∈I

解的存在性,这里算子T 和S 的定义见文献[12].
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Abstract:Inthispaper,weapplythemeasureofnoncompactnessandconvex-powercondensingoperatorto
investigateaclassofnonlinearVolterra-Stieltjesintegralequationandobtaintheexistenceofsolutionsfor
thisintegralequation.Becausethereisanonlinearintegraloperatorinnonlinearterm,comparedwithline-
arintegraloperator,someresultsinknownpapersareexpandedandenriched.
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