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更一般的常系数线性差分微分方程的解①
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摘要:利用 Mikusinski算符演算,微分算符的有关公式、性质和结果,移动算符级数的概念和结论,给出更一般的

常系数线性差分微分方程在n＝３时的级数解．所得结果推广了已有结论．
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Mikusinski算符演算理论可求解常系数线性微分方程、差分方程的解[１]．其实对一般的常系数线性差

分方程,微分方程和差分微分方程的求解方法都是先将方程转化为对应的算符方程,然后对算符方程求出

算符解,再将算符解转化为一般方程的函数解．本文将利用 Mikusinski的算符演算理论中的解析函数与某

类移动算符级数一一对应的思想方法和解析函数的性质来解决一般的低阶常系数线性差分微分方程的求解

问题．下面先简单介绍一下 Mikusinski的算符概念及本文要引用的一些结论．
设C 是定义在－∞ ＜t＜ ∞ 上且在某点左方几乎处处为零的复值连续函数f＝{f(t)}的全体,以通

常的加法和数乘及其卷积

fg＝∫
＋∞

－∞
f(τ)g(t－τ)dτ{ }

作为乘法运算,由Titchmarsh定理[２]可知C为一无零因子的整环,从而可扩充为商域,即 Mikusinski算符

域Q[３]．对每个x ∈Q,都有“分式”(算符)

x＝
a
b 　　　a,b∈C,b≠０

特别地,在自然嵌入意义下,函数类C和直线－∞ ＜t＜ ∞ 上定义的且在某点左方几乎处处为零的局部可

积函数f＝{f(t)}的全体L 均含于Q 中．此外,Q 中还包含有积分算符l＝{g(t)},微分算符s＝
１
l

,移动

算符hλ ＝s{Hλ(t)}(λ＞０)等,这里

g(t)＝
０ t＜０

１ t≥０{
Hλ(t)＝

０ t＜λ

１ t≥λ{
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并且对每个λ＞０,f(t)＝{f(t)}∈C,有如下结论[３]:

(a)hλ{f(t)}＝{f(t－λ)};

(b)h－λ{f(t)}＝{f(t＋λ)};

(c)sx－x(０)＝{x′(t)}(x＝{x(t)}在零点左方恒为零且可微)．移动算符幂级数∑
∞

n＝０
anfnhnλ 恒为收敛

算符,其中λ＞０,an(n＝０,１,２,)为复数,f＝{f(t)}∈L,则对于每个常数β和自然数k

１
１－βfhλ ＝∑

∞

n＝０
βnfnhnλ

１
(１－βfhλ)１＋k ＝∑

∞

n＝０

n＋k

k

æ

è
çç

ö

ø
÷÷βnfnhnλ

　　(d)对f＝{f(t)},g＝{g(t)}∈L,α,β为非零常数,有

∑
∞

n＝０
αnfnhnλ( ) ∑

∞

n＝０
βngnhnλ( ) ＝∑

∞

n＝０
∑
n

j＝０
αjfjβn－jgn－j( )hnλ

更一般的常系数线性差分微分方程

∑
n

i,j＝０
aijy(i)(t＋jλ)＝f(t)　　　０≤t＜ ∞ (１)

其中aij(i,j＝０,１,,n)均为常数,λ＞０,f＝ {f(t)}∈L,L 为０≤t＜ ∞ 上的局部绝对可积函

数全体．
常见方程(１)的特殊情形参见文献[４－７]．
下面讨论方程(１)在条件

y(i)(jλ)＝yij　　　i＝０,１,,n－１　　j＝０,１,,n (２)

下的求解问题,其中:λ＞０;a０,a１,,an,yij(i＝０,１,,j－１;j＝１,２,,n)是常数,a０an ≠０;f＝
{f(t)}为n ≤t＜ ∞ 上的局部绝对可积函数．

不失方程(１)的一般性,可以假设方程(１)中的任何一个系数aij 为１,设a００＝１或ann ＝１都可以．方

程(１)中n＝１和n＝２的情形已经在文献[８]中研究过,本文研究n＝３的情形．
定理 　 对于方程

∑
３

i,j＝０
aijy(i)(t＋jλ)＝f(t)　　　０≤t＜ ∞ (３)

如果

y(i)(jλ)＝yij　　　i＝０,１,２　　j＝０,１,２,３ (４)

和

aij ＝ai３a３j　　　i,j＝０,１,２,３ (５)

成立,则方程(３)的级数形式解为:

y(t)＝∑
∞

n＝０
∑
n

m＝０
∑
m

j＝０
rj

１r
m－j
２ rn－m

３( )( )F(t－(n＋３)λ)

其中a３３＝１,aij(i,j＝０,１,２,３且i,j不同时为３),yij(i＝０,１,２;j＝０,１,２,３)均为常数,f＝ {f(t)}∈L．
证 　 由于

y(i)＝siy－si－１y(０)－－sy(i－２)(０)－y(i－１)(０)

可得

{y(i)(t＋jλ)}＝si{y(t＋jλ)}－si－１{y(jλ)}－－sy(i－２)(jλ)－y(i－１)(jλ)
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i＝１,２,３　　　j＝０,１,２,３ (６)

由(b)知:

{y(t＋jλ)}＝h－jλy　　　j＝０,１,２,３ (７)

则由(６),(７)式得

{y(i)(t＋jλ)}＝sih－jλy－si－１{y(jλ)}－－sy(i－２)(jλ)－y(i－１)(jλ)

i＝１,２,３　　　j＝０,１,２,３ (８)

再根据条件(４),(５),(８)式,方程(３)转化为算符方程

(s３h－３λ ＋a３１s３h－λ ＋a３０s３＋a３２s３h－２λ ＋a０３h－３λ ＋a１３sh－３λ ＋

a２３s２h－３λ ＋a２２s２h－２λ ＋a２１s２h－λ ＋a２０s２＋a１２sh－２λ ＋

a０２h－２λ ＋a１１sh－λ ＋a１０s＋a０１h－λ ＋a００)y＝

(y０３＋a３１y０１＋a３０y００＋a３２y０２)s２＋(y１３＋a３１y１１＋

a３０y１０＋a３２y１２＋a２３y０３＋a２２y０２＋a２１y０１＋a２０y００)s＋
(y２３＋a３１y２１＋a３０y２０＋a３２y２２＋a１３y０３＋a２３y１３＋a２２y１２＋

a２１y１１＋a２０y１０＋a１２y０２＋a１１y０１＋a１０y００)＋f (９)

若令

α＝y０３＋a３１y０１＋a３０y００＋a３２y０２

β＝y１３＋a３１y１１＋a３０y１０＋a３２y１２＋a２３y０３＋a２２y０２＋a２１y０１＋a２０y００

η＝y２３＋a３１y２１＋a３０y２０＋a３２y２２＋a１３y０３＋a２３y１３＋a２２y１２＋a２１y１１＋

a２０y１０＋a１２y０２＋a１１y０１＋a１０y００

φ＝s３h－３λ ＋a３１s３h－λ ＋a３０s３＋a３２s３h－２λ ＋a０３h－３λ ＋a１３sh－３λ ＋a２３s２h－３λ ＋

a２２s２h－２λ ＋a２１s２h－λ ＋a２０s２＋a１２sh－２λ ＋a０２h－２λ ＋a１１sh－λ ＋a１０s＋

a０１h－λ ＋a００

则α,β,η为常数,且式(９)变形为

y＝
αs２＋βs＋η＋f

φ
(１０)

下面令r１,r２,r３,r４,r５,r６ 满足

r１r２r３＝－a３０

r４r５r６＝－a０３

r１r２＋r２r３＋r１r３＝a３１

r４r５＋r５r６＋r４r６＝a１３

r１＋r２＋r３＝－a３２

r４＋r５＋r６＝－a２３

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ïï

则有

a３０＝－r１r２r３

a３１＝r１r２＋r２r３＋r１r３

a０３＝－r４r５r６

a１３＝r４r５＋r５r６＋r４r６

a２３＝－(r４＋r５＋r６)
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a２０＝r１r２r３(r４＋r５＋r６)

a３２＝－(r１＋r２＋r３)

a０２＝(r１＋r２＋r３)r４r５r６

a１０＝－r１r２r３(r４r５＋r５r６＋r４r６)

a０１＝－r４r５r６(r１r２＋r２r３＋r１r３)

a００＝r１r２r３r４r５r６

a２２＝－(r１＋r２＋r３)(r４＋r５＋r６)

a１１＝(r１r２＋r２r３＋r１r３)(r４r５＋r５r６＋r４r６)

a２１＝－(r１r２＋r２r３＋r１r３)(r４＋r５＋r６)

a１２＝－(r４r５＋r５r６＋r４r６)(r１＋r２＋r３)

这样就有

φ＝s３h－３λ ＋a３１s３h－λ ＋a３０s３＋a３２s３h－２λ ＋a０３h－３λ ＋a１３sh－３λ ＋a２３s２h－３λ ＋
a２２s２h－２λ ＋a２１s２h－λ ＋a２０s２＋a１２sh－２λ ＋a０２h－２λ ＋a１１sh－λ ＋a１０s＋

a０１h－λ ＋a００＝
s３h－３λ ＋(r１r２＋r２r３＋r１r３)s３h－λ －r１r２r３s３－(r１＋r２＋r３)s３h－２λ －r４r５r６h－３λ ＋

(r４r５＋r５r６＋r４r６)sh－３λ －(r４＋r５＋r６)s２h－３λ －(r１＋r２＋r３)(r４＋r５＋r６)s２h－２λ －
(r１r２＋r２r３＋r１r３)(r４＋r５＋r６)s２h－λ ＋r１r２r３(r４＋r５＋r６)s２－
(r４r５＋r５r６＋r４r６)(r１＋r２＋r３)sh－２λ ＋(r１＋r２＋r３)r４r５r６h－２λ ＋

(r１r２＋r２r３＋r１r３)(r４r５＋r５r６＋r４r６)sh－λ －r１r２r３(r４r５＋r５r６＋r４r６)s－
(r１r２＋r２r３＋r１r３)r４r５r６h－λ ＋r１r２r３r４r５r６＝

(h－λ －r１)(h－λ －r２)(h－λ －r３)(s－r４)(s－r５)(s－r６)

故式(１０)为

y＝
αs２＋βs＋η＋f

(h－λ －r１)(h－λ －r２)(h－λ －r３)(s－r４)(s－r５)(s－r６)
＝

１
(１－hλr１)(１－hλr２)(１－hλr３)(s－r４)(s－r５)(s－r６)

h３λ(αs２＋βs＋η＋f)＝

(∑
∞

n＝０
rn

１hnλ)(∑
∞

n＝０
rn

２hnλ)(∑
∞

n＝０
rn

３hnλ){e
r４t}{e

r５t}{e
r６t}(αs２＋βs＋η＋f)＝

∑
∞

n＝０

(∑
n

m＝０

(∑
m

j＝０
rj

１r
m－j
２ rn－m

３ ))h(n＋３)λ{e
r４t}{e

r５t}{e
r６t}(αs２＋βs＋η＋f)

令

F＝{F(t)}＝(αs２＋βs＋η){e
r４t}{e

r５t}{e
r６t}＋{e

r４t}{e
r５t}{∫

t

０
f(t－ξ)e

rξ６dξ}

则F ∈C ⊂L,由此得到方程(３)适合条件(４)和(５)的解为

y＝∑
∞

n＝０

(∑
n

m＝０

(∑
m

j＝０
rj

１r
m－j
２ rn－m

３ ))h(n＋３)λF

即

y(t)＝∑
∞

n＝０

(∑
n

m＝０

(∑
m

j＝０
rj

１r
m－j
２ rn－m

３ ))F(t－(n＋３)λ)

方程(３)的求解很复杂,且n越大求解越复杂．能否在解高阶方程(１)时有更简便的方法,可做进一步研究．
同时,这个研究也将对变系数情形的方程(１)的求解有帮助．
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Abstract:UsingJ．Mikusinskisoperationalcalculus,therelatedformulae,propertiesandresultsofdifferＧ

entialoperators,andtheconceptandconclusionsofseriesofshiftingoperators,thispapergivestheseries

solutionofmoregenerallineardifferenceＧdifferentialequationswithconstantcoefficientswhenn＝３．The

resultobtainedextendstheconclusionsin[１]．
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