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一类级联系统的边界控制①
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摘要:主要研究的是中间纽曼条件级联的反应扩散方程的边界控制问题．由于中间纽曼条件级联问题的特殊性,需

要更新原有的Backstepping方法,得到新的Backstepping变换,根据相应条件得到核方程并对其求解,进而得到变

换和控制律．通过逆变换及其有界性证明了闭环系统的指数稳定性．
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在工程控制过程当中,以常微分方程系统来刻画控制模型的情况很常见．在过去几十年,偏微分方程

中的反应扩散方程边界控制被广为研究[１]．由于反应扩散方程与常微分方程耦合和级联的问题有丰富的物

理背景,成为这几年热门的研究课题之一．其中反应扩散方程与常微分方程的耦合问题有很多研究成

果[２－３]．反应扩散方程与常微分方程级联问题也有很多研究成果[４－５]．
本文研究如下控制系统:

X
􀅰
(t)＝AX(t)＋Bux(x０,t),x０ ∈ (０,１),t＞０

ut(x,t)＝uxx(x,t),x ∈ (０,１),t＞０

u(０,t)＝０,u(１,t)＝U(t),t＞０

(１)

其中:A＝aIn,a∈R１;向量X(t)∈Rn 是常微分方程的状态;(A,B)是可控制矩阵对;标量u(x,t)∈
R是反应扩散方程的状态;U(t)是边界控制输入．控制设计的目标是让整个闭环系统的状态量(X(t),

u(x,t))在某种范数意义下指数稳定．
由于级联点在中间位置,即x０ ∈ (０,１),以往研究中所使用的变换不再适用,于是就要改进原有的变

换．改进的变换包含４个核函数,所以在计算核函数的过程中,需要更多的技巧．为建立闭环系统稳定性,

证明了逆变换的存在性,由此证明了闭环系统在控制律下是指数稳定的．

１　 控制律设计

本文通过Backstepping方法来建立控制律U(t)．

１􀆰１　Backstepping变换和控制律

引入改进的Backstepping变换(X(t),u(x,t)) → (X(t),w(x,t)):
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X(t)＝X(t)

w(x,t)＝u(x,t)－p(x)∫
x０

０
q(y)u(y,t)dy－∫

x

０
k(x,y)u(y,t)dy－Φ(x)X(t)

ì

î

í
ïï

ïï
(２)

其中p(x),q(y),k(x,y)和Φ(x)为待定的核函数．
选取目标系统:

X
􀅰
(t)＝(A＋BK)X(t)＋Bwx(x０,t),x０ ∈ (０,１),t＞０

wt(x,t)＝wxx(x,t),t＞０

w(０,t)＝０,w(１,t)＝０,t＞０

(３)

其中选取向量KT ∈Rn 使得(A＋BK)为 Herwitz矩阵．
得到控制律:

U(t)＝p(１)∫
x０

０
q(y)u(y,t)dy＋∫

１

０
k(１,y)u(y,t)dy＋Φ(１)X(t) (４)

选取核函数p(x),q(y),k(x,y)和Φ(x),使得变换(２)把系统(１)化为系统(３)．为了得到核函数满足的

条件,由式(２)得到

wxx(x,t)＝uxx(x,t)－p″(x)∫
x０

０
q(y)dy－(k′(x,x)＋kx(x,x))u(x,t)－

k(x,x)ux(x,t)－Φ″(x)X(t)－∫
x

０
kxx(x,y)u(y,t)dy (５)

wt(x,t)＝uxx(x,t)－(p(x)q(x０)＋Φ(x)B)ux(x０)＋(p(x)q(０)＋k(x,０))ux(０)－

p(x)∫
x０

０
q″(y)u(y,t)dy＋p(x)q′(x０)u(x０)－k(x,x)ux(x,t)＋ky(x,x)u(x,t)－

∫
x

０
kyy(x,y)u(y,t)dy－Φ(x)AX(t) (６)

wt(x,t)－wxx(x,t)＝－(p(x)q(x０)＋Φ(x)B)ux(x０,t)＋(p(x)q(０)＋

k(x,０))ux(０,t)＋p(x)q′(x０)u(x０,t)＋２k′(x,x)u(x,t)＋

∫
x０

０
(p″(x)q(y)－p(x)q″(y))u(y,t)dy＋∫

x

０
(kxx(x,y)－

kyy(x,y))u(y,t)dy＋(Φ″(x)－Φ(x)A)X(t)

其中

k′(x,x)＝
Ək(x,y)

Əx y＝x
＋
Ək(x,y)

Əy y＝x

为了使w(x,t)满足目标系统(３),令p(x),q(y),k(x,y)和Φ(x)满足

kxx(x,y)－kyy(x,y)＝０,k′(x,x)＝０,k(x,０)＝－p(x)q(０)

p″(x)q(y)－p(x)q″(y)＝０,q′(x０)＝０,Φ″(x)－Φ(x)A＝０,p(x)q(x０)＋Φ(x)B＝０
通过令p(０)＝０,Φ(０)＝０,得到

p(０)∫
x０

０
q(y)u(y,t)dy－Φ(０)X(t)＝０

即边界条件w(０,t)＝u(０,t)得到满足．另外,wx(x０,t)和ux(x０,t)还需要满足

AX(t)＋Bux(x０,t)＝(A＋BK)X(t)＋Bwx(x０,t)

wx(x０,t)＝ux(x０,t)－p′(x０)∫
x０

０
q(y)u(y)dy－k(x０,x０)－∫

x０

０
kx(x０,y)u(y)dy－Φ′(x０)X(t)

因而

∫
x０

０
(p′(x０)＋kx(x０,y))u(y,t)dy＋k(x０,x０)u(x０,t)＋
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∫
x０

０
kx(x０,y)u(y,t)dy＋Φ′(x０)X(t)＝０

此外,令

k(x０,x０)＝０,Φ(x０)＝K,p′(x０)q(y)＋kx(x０,y)＝０
由于k′(x,x)＝０和k(x０,x０)＝０,所以得k(x,x)＝０．

至此,得到了p(x),q(y),k(x,y)和Φ(x)需要满足的方程．接下来需要给出方程的解．

１􀆰２　 核方程的解

将关于k(x,y),p(x),q(y),Φ(x)所需要满足的方程和条件归纳如下:

kxx(x,y)－kyy(x,y)＝０,k(x,x)＝０,k(x,０)＝－p(x)q(０)

p″(x)q(y)－p(x)q″(y)＝０,q′(x０)＝０,p(０)＝０

Φ″(x)－Φ(x)A＝０,Φ(０)＝０,Φ′(x０)＝K

p(x)q(x０)＋Φ(x)B＝０,p′(x０)q(y)＋kx(x０,y)＝０

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

为求解核方程,将方程(７)拆成３个方程

kxx(x,y)－kyy(x,y)＝０,k(x,x)＝０,k(x,０)＝－p(x)q(０) (７)

p″(x)q(y)－p(x)q″(y)＝０,q′(x０)＝０,p(０)＝０ (８)

Φ″(x)－Φ(x)A＝０,Φ(０)＝０,Φ′(x０)＝K (９)

以及两个兼容条件

p(x)q(x０)＋Φ(x)B＝０ (１０)

p′(x０)q(y)＋kx(x０,y)＝０ (１１)

分别求解关于p(x),q(y),k(x,y)和Φ(x)的方程,再通过选取适当的参数使兼容条件(１０),(１１)

得到满足．
由(８)式,并令

p″(x)
p(x)＝

q″(y)
q(y)＝γ (１２)

其中γ＝λ２ ＞０是一个待定常数．方程(８)的解为

p(x)＝ξ(eλx －e－λx)　　　q(y)＝η(eλy －eλ(２x０－y)) (１３)

其中ξ,η 是待定常数．于是,关于k(x,y)的方程(７)解为:

k(x,y)＝－ξη(eλ(x－y)
－e－λ(x－y))(１＋e２λx０) (１４)

由(１３)和(１４)式得到

kx(x０,y)＋p′(x０)q(y)＝０
即兼容条件(１１)得到满足．

令

ξη＝－
KB

２λeλx０(eλx０ ＋e－λx０)

兼容条件(１０)也得到满足．
将(１３)式带入(１１)式得到方程(９)的解为

Φ(x)＝－p(x)q(x０)B－１＝
K(eλx －e－λx)
eλx０ ＋e－λx０

(１５)

对其求导

Φ′(x)＝
K(eλx ＋e－λx)
eλx０ ＋e－λx０

　　　Φ″(x)＝
λK(eλx －e－λx)

eλx０ ＋e－λx０
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再将Φ(x)和Φ″(x)带入式(９),得到当λ２＝a时式(９)成立．所以,核k(x,y),p(x),q(y),Φ(x)的解为

(１３),(１４),(１５)．显然k(x,y),p(x),q(y),Φ(x)均有界,故变换是有界算子．

２　 稳定性

在变换(４)下,闭环系统(１)变换到稳定的目标系统(３)．要证明闭环系统的稳定性,需证明变换可逆,

并且逆变换是有界算子．

２􀆰１　 逆变换

设逆变换(X(t),w(t)) → (X(t),u(t))为:

X(t)＝X(t)

u(x,t)＝w(x,t)＋m(x)∫
x０

０
n(y)w(y,t)dy＋∫

x

０
l(x,y)w(y,t)dy＋Ψ(x)X(t)

ì

î

í
ïï

ïï
(１６)

其中m(x),n(y),l(x,y)和Ψ(x)为待定函数．
和求解p(x),q(y),k(x,y),Φ(x)的方法类似,计算uxx 和ut 并使其满足级联系统(１),就可以得到

关于核函数m(x),n(y),l(x,y)和Ψ(x)的方程

lxx(x,y)－lyy(x,y)＝０,l(x,x)＝０,l(x,０)＝－m(x)n(０),m′(x０)n(y)＋lx(x０,y)＝０

m″(x)n(y)－m(x)n″(y)＝０,n′(x０)＝０,m(０)＝０,m(x)n(x０)＋Ψ(x)B＝０

Ψ″(x)－Ψ(x)A＝０,Ψ(０)＝０,Ψ′(x０)＝K

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(１７)

逆变换的核方程求解同上,且l(x,y),m(x),n(y),Ψ(x)均有界,即逆算子是有界算子．

２􀆰２　 稳定性

定理 　 对于目标系统(３)和控制律(４),存在正数δ 和b使得

|X(t)|２＋‖u(􀅰,t)‖２
L２ ≤δ(|X(０)|２＋‖u(􀅰,０)‖２

L２)e－bt

即目标系统在此范数意义下指数稳定．其中 ‖u(􀅰,t)‖L２ 是u(x,t)关于x 的L２ 范数,符号 ‖􀅰‖ 指向

量的欧几里得范数．
证 　L２ 范数简记为 ‖􀅰‖２．对于目标系统(３),选择Lyapunov函数

V(t)＝X(t)TPX(t)＋
c
２‖w２(􀅰,t)‖２

２ ＋
１
２‖wx(􀅰,t)‖２

２ (１８)

其中矩阵P＝PT ＞０满足

P(A＋BK)＋(A＋BK)TP＝－Q
且Q ＞O,c＞０是待定常数．

首先对(１８)式关于t求导,有

V
􀅰
(t)＝X

􀅰
(t)TPX(t)＋X(t)PX

􀅰
(t)T ＋c∫

１

０
w(x,t)wt(x,t)dx＋∫

１

０
wx(x,t)wxt(x,t)dx＝

XT(t)QX(t)＋２wx(x０,t)(PB)TX(t)－c‖wx(􀅰,t)‖２
２ －‖wxx(􀅰,t)‖２

２

(１９)

应用Schwartz􀆳s不等式,Young􀆳s不等式和 Agmon􀆳s不等式,可以得到

－‖wxx‖２
２ ≤

l＋１
l ‖wx‖２

２ －w２
x(０)

wx(x０,t)(PB)TX(t)≤
２

λmin(Q)w
２
x(x０,t)‖PB‖２＋

λmin(Q)
２ ‖X(t)‖２

因而

V
􀅰
(t)≤－

λmin(Q)
２ ‖X(t)‖２－ c－２‖PB‖２

λmin(Q)－
l＋１
l

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖wx‖２

２ －w２
x(０,t)
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取常数c满足c＞２‖PB‖２

λmin(Q)＋
l＋１
l

,应用Poincaré不等式就有:

V
􀅰
(t)≤－bV

从而

V(t)≤V(０)e－bV

其中

b＝min
λmin(Q)
２λmax(P),

２
１＋４l２ １－２ ‖PB‖

cλmin(Q)－
１＋l
cl

æ

è
ç

ö

ø
÷{ }

现在建立闭环系统范数 ‖(X(t),u(t))‖ 和V(t)的关系．由变换(２),有

‖w(x,t)‖２ ≤ ‖u(x,t)‖２＋‖p(x)∫
x０

０
q(y)u(y,t)dy‖２＋

‖∫
x

０
k(x,y)u(y,t)dy‖２＋‖Φ(x)X(t)‖２

利用 Holder􀆳s不等式和Schwartz􀆳s不等式,有

‖p(x)∫
x０

０
q(y)u(y,t)dy‖２

２ ≤α２
１‖u(t)‖２

２

‖∫
x

０
k(x,y)u(y,t)dy‖２

２ ≤α２
２‖u(t)‖２

２

‖Φ(x)X(t)‖２
２ ≤α２

３‖X(t)‖２
２

‖ux(t)‖２ ≤ ‖wx(x,t)‖２＋(β４＋β５)‖w(t)‖２＋β６‖X(t)‖
‖wx(t)‖２ ≤ ‖ux(x,t)‖２＋(α４＋α５)‖u(t)‖２＋α６‖X(t)‖

‖u(t)‖２ ≤ (１＋β１＋β２)‖w(t)‖２＋β３‖X(t)‖
其中

α１＝∫
１

０∫
１

０
(p(x)q(y))２dydx( )

１
２

　　　α２＝∫
１

０∫
１

０
k(x,y)２dydx( )

１
２

α３＝∫
１

０
‖Φ(x)‖２dx( )

１
２

　　　α４＝∫
１

０∫
１

０
(p′(x)q(y))２dydx( )

１
２

α５＝∫
１

０∫
１

０
kx(x,y)２dydx( )

１
２

　　　α６＝∫
１

０
‖Ψ′(x)‖２dx( )

１
２

β１＝∫
１

０∫
１

０
(m(x)n(y))２dydx( )

１
２

　　　β２＝∫
１

０∫
１

０
l(x,y)２dydx( )

１
２

β３＝∫
１

０
‖Ψ(x)‖２dx( )

１
２

　　　β４＝∫
１

０∫
１

０
(m′(x)n(y))２dydx( )

１
２

β５＝∫
１

０∫
１

０
lx(x,y)２dydx( )

１
２

　　　β６＝∫
１

０
‖Ψ′(x)‖２dx( )

１
２

由式(１８)定义的Lyapunov函数,通过计算得到

δ(‖X(t)‖２＋‖u(􀅰,t)‖２
２)≤V(t)≤δ(‖X(t)‖２＋‖u(􀅰,t)‖２

２)

其中

δ＝maxλmax(P)＋
cα３

２ ＋
α６

２
,c

(１＋α１＋α２)
２ ＋

α４＋α５

２
,１

２{ }

δ＝
minλmin(P),c

２{ }
max (１＋β３)＋(１＋β１＋β２)α３,(１＋β１＋β２)(１＋α１＋α２),

１
２{ }
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令δ＝
δ
δ

,得到

‖X(t)‖２＋‖u(􀅰,t)‖２
２ ≤δ(‖X(０)‖２＋‖u(０,t)‖２

２)e－bt (２０)

即闭环系统指数稳定．
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OntheBoundaryControlofaCascadePDEＧODESystem
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Abstract:BoundarycontrolofacascadedreactionＧdiffusionequationandanODEsystemisconsidered,and

arevisedbacksteppingtransformationisintroduced．Theinversetransformationisalsoobtained．TheexＧ

ponentialstabilizationoftheclosedloopisprovedthroughtheinversetransformationanditsboundedness．
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