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双复合Poisson风险模型总红利现值的研究①

赵金娥,　李　明

红河学院 数学学院,云南 蒙自６６１１９９

摘要:对常数红利边界策略下保费收入为复合Poisson过程的风险模型进行研究,得到了直至破产时总红利现值的

矩母函数满足的积分—微分方程和边界条件,并由此推导出总红利现值的n 阶原点矩和均值满足的积分方程和边

界条件,以及在保费额及理赔额均服从指数分布下的具体表达式．
关　键　词:常红利边界策略;复合Poisson过程;总红利现值;矩母函数

中图分类号:O２１１􀆰６７　　　　文献标志码:A　　　　文章编号:１６７３ ９８６８(２０１５)０１ ０１０４ ０６

风险理论不仅是当前保险业、精算界研究的重要课题,而且也是数学学科的一个重要分支,其主要研

究和处理保险实务中的随机风险模型,并从定量的角度分析保险公司经营的安全性．破产理论作为其中一

个核心课题,在风险理论的研究中有着举足轻重的地位,而红利问题是此课题中非常重要的一个研究方向．
经典风险模型[１]假定保险公司的保费收入是时间的线性函数,但在保险公司的实际运营中,经常要根据以

往的理赔经验对保费率进行调整,以致于在未来某个固定的时期内保险公司收到的保险费是随机的．文献

[２]研究了保费收入过程和理赔过程均为复合Poisson过程风险模型的破产概率．文献[３]在Boikov的基础

上研究了模型的 GerberＧShiu折现罚金函数,并在指数分布下得到了一些精确结果．文献[４－５]对Boikov
的模型进行改进,将理赔过程推广为复合PoissonＧGeometric过程,并对破产概率进行了研究．

近年来随着人们对保险产品认知程度的逐步提高以及保险业竞争的日趋激烈,保险公司为了吸引更多

客户,推出了分红保险,这使得分红与破产问题成为当前风险理论及保险精算学研究的热门课题,许多学

者开始致力于研究红利边界策略下的风险模型．而公司破产前投保人所得的总红利现值是衡量红利边界策

略的一个重要参考量,它不仅代表着投保人的收益,而且在一定程度也体现了公司的实力,关于红利策略

的研究可见文献[６－８]等,而这些研究都只停留在经典风险模型上．基于以上事实,本文考虑一类常数红

利边界策略下的风险模型,其中保单到达过程与理赔计数过程均为复合Poisson过程．利用概率论、随机过

程等学科的理论方法及盈余过程的马氏性,得到了直至破产时总红利现值的矩母函数满足的积分—微分方

程和边界条件,并由此推导出总红利现值的n 阶原点矩和期望满足的积分方程及边界条件．最后,在保费

额及理赔额均服从指数分布的情况下得到了总红利现值的均值及n 阶原点矩的具体表达式．

１　 模型引入

定义１　 设(Ω,F,P)是一包含本文所有随机变量的完备概率空间,则对t≥０,定义保险公司在t时

刻的盈余为:

U(t)＝u＋∑
M(t)

i＝１
Yi－∑

N(t)

i＝１
Xi＝
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u＋S１(t)－S２(t)

其中:u≥０是保险公司的初始资本;S１(t)＝ ∑
M(t)

i＝１
Yi 表示保险公司在(０,t]时间内收到的总保费额,

M(t)为至时刻t为止保险公司收到的保单数,Yi 表示保险公司对第i份保单收取的保费;S２(t)＝∑
N(t)

i＝１
Xi 是

保险公司在(０,t]时间内支付的总理赔额,N(t)为至时刻t为止保险公司发生的理赔次数,Xi 表示第i次

的理赔额．
对上述模型作如下假设:

１)计数过程{M(t),t≥０},{N(t),t≥０}是参数分别为λ１ ＞０,λ２ ＞０的Poisson过程;

２)X ＝{Xi,i≥１},Y＝{Yi,i≥１}均为一独立的非负同分布随机变量序列,其分布函数分别为

F(x),G(y),且F(x)＝１－F(x),G(y)＝１－G(y);

３){M(t),t≥０},{N(t),t≥０},{Xi,i≥１},{Yi,i≥１}相互独立．
设定一红利界限b(其中b为初值且u≤b),若保险公司的盈余在红利界限b以下,则不发放红利,

若盈余超过红利界限b,此时超出部分全部用来分红,于是在该边界策略下的双复合Poisson风险模型可

表示为:

dUb(t)＝
dS１(t)－dS２(t) Ub(t)≤b
－dS２(t) Ub(t)＞b{

　　 定义２　 定义保险公司的破产时刻为Tb＝inf{t≥０,Ub(t)＜０|Ub(０)＝u},若Tb＝∞,则表示破

产不会发生．
　　 定义３　 设D(t)为至时刻t为止保险公司的累积分红,则定义

Du,b ＝∫
Tb

０
e－δtdD(t)

为直至破产时的总红利现值,其中δ＞０为折现因子,且对０≤u≤b,定义Du,b 的均值、矩母函数和n阶

原点矩分别为

V(u;b)＝E[Du,b|Ub(０)＝u]

M(u,z;b)＝E[ezDu,b|Ub(０)＝u]

Vn(u;b)＝E[Dn
u,b|Ub(０)＝u]　　　n＝１,２,３,􀆺

其中V０(u;b)＝１．

２　Du,b 的矩母函数

定理１　 当０≤u ≤b时,矩母函数M(u,z;b)满足下面的积分 — 微分方程

(λ１＋λ２)M(u,z;b)＋δz ∂
∂zM(u,z;b)－

λ１∫
b－u

０
M(u＋y,z;b)dG(y)－∫

∞

b－u
e

(u＋y－b)zM(b,z;b)dG(y)[ ] －

λ２∫
u

０
M(u－x,z;b)dF(x)＋F(u)[ ] ＝０ (１)

并满足边界条件:

M(０,z;b)＝１,lim
b→∞

M(u,z;b)＝１,∂
∂uM(u,z;b)|u＝b ＝zM(b,z;b)

当u ＞b时,

M(u,z;b)＝e
(u－b)zM(b,z;b) (２)

　　 证 　 当０≤u ≤b时,在很小的时间区间(０,t]内,利用全期望公式及盈余过程的马氏性,有

M(u,z;b)＝E[M(Ub(t),e－δtz;b)]＝
[１－λ１t＋ο(t)][１－λ２t＋ο(t)]E[M(u,e－δtz;b)]＋
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[λ１t＋ο(t)][１－λ２t＋ο(t)]E[M(u＋Y,e－δtz;b)]＋
[１－λ１t＋ο(t)][λ２t＋ο(t)]E[M(u－X,e－δtz;b)]＋ο(t) (３)

由 Taylor公式,有

M(u,e－δtz;b)＝M(u,z;b)－δzt∂
∂zM(u,z;b)＋ο(t) (４)

又因为

E[M(u＋Y,e－δtz;b)]＝∫
∞

０
M(u＋y,e－δtz;b)dG(y)＝

∫
b－u

０
M(u＋y,e－δtz;b)dG(y)＋

∫
∞

b－u
e

(u＋y－b)zM(b,e－δtz;b)dG(y) (５)

E[M(u－X,e－δtz;b)]＝∫
∞

０
M(u－x,e－δtz;b)dF(x)＝

∫
u

０
M(u－x,e－δtz;b)dF(x)＋F(u) (６)

将(４),(５),(６)式代入(３)式并化简,有

(λ１＋λ２)tM(u,z;b)＋δzt∂
∂zM(u,z;b)－

λ１t∫
b－u

０
M(u＋y,e－δtz;b)dG(y)－∫

∞

b－u
e

(u＋y－b)zM(b,ze－δt;b)dG(y)[ ] －

λ２t∫
u

０
M(u－x,ze－δt;b)dF(x)＋F(u)[ ] ＋o(t)＝０

上式两边同时除以t,并令t→０,即得(１)式．
当u ＞b时,保险公司将超过b的那部分盈余进行分红,则(２)式显然成立;当u＝０时,保险公司破

产,此时不支付红利,从而

M(０,z;b)＝E[ezDu,b|Ub(０)＝u]＝１
当b→ ∞ 时,保险公司不支付红利,故

lim
b→∞

M(u,z;b)＝１

将(２)式两边关于u 求导,并令u →b,即得

∂
∂uM(u,z;b)|u＝b ＝zM(b,z;b)

３　Du,b 的矩及具体表达式

定理２　 当０≤u ≤b时,n 阶原点矩Vn(u;b)满足以下积分方程

(λ１＋λ２＋nδ)Vn(u;b)＝

λ１∫
b－u

０
Vn(u＋y;b)dG(y)＋

Vn(b;b)
n! G(b－u)＋∑

n－１

k＝０

Vk(b;b)
k! (n－k)!∫

∞

b－u
(u＋y－b)n－kdG(y)é

ë
êê

ù

û
úú＋

λ２∫
u

０
Vn(u－x;b)dF(x) (７)

并满足边界条件:

Vn(０;b)＝０,lim
b→∞

Vn(u;b)＝０,∂
∂uVn(u;b)|u＝b ＝nVn－１(b;b)

当u ＞b时,

Vn(u;b)＝∑
n

k＝０
Ck

n(u－b)n－kVk(b;b) (８)

　　 证 　 由定义３有
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M(u,z;b)＝１＋∑
∞

n＝１

Vn(u;b)
n! zn

将其代入(１),(２)式并比较zn 的系数即得(７),(８)式．
当u＝０时,保险公司破产,此时不支付红利,从而

Vn(０,b)＝E[Dn
u,b|U(０)＝０]＝０

当b→ ∞ 时,保险公司不支付红利,所以

lim
b→∞

Vn(u,b)＝E[Dn
u,b|U(０)＝u]＝０

将(８)式两边关于u 求导,并令u →b,可得

∂
∂uVn(u;b)|u＝b ＝nVn－１(b;b)

　　 一般情形下很难得到Vn(u;b)的精确解,但在理赔额与保费额均服从指数分布时可得到其精确解．设

F(x)＝１－e－αx(x ＞０)　　　G(y)＝１－e－βy(y ＞０)
则(７)式为

(λ１＋λ２＋nδ)Vn(u;b)＝λ１∫
b－u

０
Vn(u＋y;b)βe

－βydy＋
Vn(b;b)

n! ＋∑
n－１

k＝０

Vk(b;b)
k!βn－k

æ

è
ç

ö

ø
÷e－β(b－u)é

ë
êê

ù

û
úú＋

λ２∫
u

０
Vn(u－x;b)αe－αxdx (９)

(９)式两边对u 求导,有

(λ１＋λ２＋nδ)V′n(u;b)＋(λ１β－λ２α)Vn(u;b)＝

λ１β∫
b－u

０
Vn(u＋y;b)βe

－βydy＋
Vn(b;b)

n! ＋∑
n－１

k＝０

Vk(b;b)
k!βn－k

æ

è
ç

ö

ø
÷e－β(b－u)é

ë
êê

ù

û
úú－

λ２α∫
u

０
Vn(u－x;b)αe－αxdx (１０)

(１０)式两边再对u 求导,有

(λ１＋λ２＋nδ)V″n(u;b)＋(λ１β－λ２α)V′n(u;b)＋(λ１β２＋λ２α２)Vn(u;b)＝

λ１β２∫
b－u

０
Vn(u＋y;b)βe

－βydy＋
Vn(b;b)

n! ＋∑
n－１

k＝０

Vk(b;b)
k!βn－k

æ

è
ç

ö

ø
÷e－β(b－u)é

ë
êê

ù

û
úú＋

λ２α２∫
u

０
Vn(u－x;b)αe－αxdx (１１)

由(９),(１０),(１１)式,有

(λ１＋λ２＋nδ)V″n(u;b)－[λ２β－λ１α＋nδ(β－α)]V′n(u;b)－nδαβVn(u;b)＝０
解之得

Vn(u;b)＝C１,ner１u ＋C２,ner２u,０≤u ≤b (１２)
其中r１,r２ 是方程

(λ１＋λ２＋nδ)r２－[λ２β－λ１α＋nδ(β－α)]r－nδαβ＝０ (１３)
的根．又由Vn(０;b)＝０,有

C１,n ＋C２,n ＝０ (１４)
将(１２)式代入(９)式,并由方程(１３),有

λ１
β

r１－β
＋

１
n!

æ

è
ç

ö

ø
÷er１b －λ２

α
α＋r１

eβ(b－u)－αué

ë
êê

ù

û
úúC１,n ＋

λ１
β

r２－β
＋

１
n!

æ

è
ç

ö

ø
÷er２b －λ２

α
α＋r２

eβ(b－u)－αué

ë
êê

ù

û
úúC２,n ＋

∑
n－１

k＝１

λ１

k!βn－ke
r１bC１,k ＋∑

n－１

k＝１

λ１

k!βn－ke
r２bC２,k ＋

λ１

βn ＝０ (１５)

记
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a１,k ＝λ１
β

r１－β
＋

１
k!

æ

è
ç

ö

ø
÷er１b －λ２

α
α＋r１

eβ(b－u)－αu

a２,k ＝λ１
β

r２－β
＋

１
k!

æ

è
ç

ö

ø
÷er２b －λ２

α
α＋r２

eβ(b－u)－αu

b１,k ＝
λ１

k!βn－ke
r１b,b２,k ＝

λ１

k!βn－ke
r２b

并规定当k≤０时,as,k ＝bs,k ＝０(s＝１,２)．则由(１４)式和(１５)式,得

C１,k ＝
λ１

βk(a１,k －a２,k)－
λ１(b１,k－１－b２,k－１)

βk－１(a１,k －a２,k)(a１,k－１－a２,k－１)
－

λ１∑
k－２

i＝１

(b１,s －b２,s)∏
k－１

j＝s＋１

[(a１,j －a２,j)－(b１,j －b２,j)]

βi∏
k

j＝i

(a１,j －a２,j)
　　　k＝１,２,３,􀆺,n

C２,k ＝－
λ１

βk(a１,k －a２,k)＋
λ１(b１,k－１－b２,k－１)

βk－１(a１,k －a２,k)(a１,k－１－a２,k－１)
＋

λ１∑
k－２

i＝１

(b１,s －b２,s)∏
k－１

j＝s＋１

[(a１,j －a２,j)－(b１,j －b２,j)]

βi∏
k

j＝i

(a１,j －a２,j)
　　　k＝１,２,３,􀆺,n

故

Vn(u;b)＝
C１,ner１u ＋C２,ner２u ０≤u ≤b

∑
n

k＝０
Ck

n(u－b)n－kVk(b;b) u ＞b

ì

î

í

ï
ï

ïï

　　　n＝１,２,３,􀆺 (１６)

显然,当n＝１时,V１(u;b)＝V(u;b),故由定理２,有

推论１　 当０≤u ≤b时,Du,b 的均值V(u;b)满足如下积分方程:

(λ１＋λ２＋δ)V(u;b)＝λ１∫
b－u

０
V(u＋y;b)dG(y)＋V(b;b)G(b－u)＋∫

∞

b－u
(u＋y－b)dG(y)[ ] ＋

λ２∫
u

０
V(u－x;b)dF(x)

并满足边界条件:

V(０;b)＝０,lim
b→∞

V(u;b)|u＝b ＝０,∂
∂uV

(u;b)|u＝b ＝１

当u ＞b时,V(u;b)＝u－b＋V(b;b)．
类似于定理２,当F(x)＝１－e－αx(x ＞０),G(y)＝１－e－βy(y ＞０)时,可得到V(u;b)的具体表达

式为

V(u;b)＝
C１er３u ＋C２er４u ０≤u ≤b
u－b＋V(b;b) u ＞b{

其中

C１＝
λ１

β
λ１

r３ebr３

r３－β
－

r４ebr４

r４－β
æ

è
ç

ö

ø
÷－αλ２

r４－r３

(r３＋α)(r４＋α)e
β(b－u)－αué

ë
êê

ù

û
úú

－１

C２＝
λ１

β
λ１

r３ebr３

β－r３
－

r４ebr４

β－r４

æ

è
ç

ö

ø
÷＋αλ２

r４－r３

(r３＋α)(r４＋α)e
β(b－u)－αué

ë
êê

ù

û
úú

－１

ì

î

í

ï
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而r３,r４ 是方程

(λ１＋λ２＋δ)r２－[λ２β－λ１α＋δ(β－α)]r－δαβ＝０
的根．
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TheDiscountedDividendPaymentsinthe
DoubleCompoundPoissonRiskModel

ZHAOJinＧe,　LI　Ming
CollegeofMathematics,HongheUniversity,MengziYunnan６６１１９９,China

Abstract:Inthispaper,theriskmodelwhosepremiumincomeprocessisacompoundPoissonprocessis
consideredwiththeconstantdividendbarrierstrategy,andanintegralＧdifferentialequationwithboundary
conditionsforthemomentgeneratingfunctionofthediscounteddividendpaymentsuntilruinisobtained．
Inaddition,theintegralequationswithboundaryconditionsfortheexpectationandthehighordermoＧ
mentsofthediscounteddividendpaymentsaregiven．Finally,theexplicitexpressionsfortheexpectation
andthehighordermomentsofthediscounteddividendpaymentsarederivedwhentheindividualstochastic
premiumamountandclaimamountareexponentiallydistributed．
Keywords:constantdividendbarrierstrategy;compoundPoissonprocess;thetotaldiscounteddividend

payment;themomentgeneratingfunction
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