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半离散５阶非线性KdV方程的全局吸引子①

张青义,　朱朝生

西南大学 数学与统计学院,重庆４００７１５

摘要:研究在R上具有周期边界条件的半离散５阶非线性 KdV 型方程解的长时间行为．首先利用 CrankＧNicolson

格式对其进行离散,然后证明了该方程在 H５ 上紧的全局吸引子的存在．
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本文将用离散的方式研究无界区域R上具有周期边界５阶非线性 KdV型方程解的长时间行为:

ut＋uux ＋uxxx ＋u５x ＋αu＝f(x) x ∈R,t∈R＋

u(x,０)＝u０(x) x ∈R

u(x＋T)＝u(x) x ∈R

ì

î

í

ï
ï

ïï

(１)

其中:Ω＝(０,L),α ＞０是耗散系统,f(x)∈L２(Ω)是不依赖于时间的外力项函数．
KdV方程是１８９５年由荷兰数学家科特韦格(Korteweg)和德弗里斯(deVries)共同发现的一种偏微分

方程(也有人称之为科特韦格 － 德弗里斯方程,但一般都习惯直接叫 KdV方程)．由于 KdV方程自身的

复杂性以及描述物理现象的能力,很多学者对 KdV方程做了大量的研究,其中:文献[１]研究了具阻尼

KdVＧKsV方程的整体吸引子;文献[２]研究了弱阻尼广义 KdV方程的整体吸引子;文献[３]研究了具有

可加噪声的耗散KdV型方程的随机吸引子．除此之外,很多学者对于Schrödinger,Kawahara,KdV等非线

性方程的全局吸引子做了大量的研究:文献[４－５]对非线性方程的吸引子的正则性做了一定的研究;文

献[６－７]证明了非线性的弱耗散方程的全局吸引子的存在;文献[８]证明了弱耗散的双曲方程的吸引子

的存在．
但是在本文中我们采用的不是传统的证明吸引子存在的方法,而是用CrankＧNicolson格式对５阶非线

性 KdV型方程进行时间离散,再利用一致先验估计的方法证明离散全局吸引子的存在性．
下面介绍一种与(１)式有关的CrankＧNicolson格式:首先对于给定的u０ ∈H１(R),(１)式存在唯一解

u ∈C([０,∞],H１(R))∩C１([０,∞],H－１(R)),(１)式等价于

Ə
Ət

(eαtut)＋∇(e
αt
２u)２＋(eαtu)xxx ＋(eαtu)５x ＝eαtf(x) (２)

对于给定的时间离散τ＞０,我们考虑定义为τn ＝nτ的时间一致序列(tn)n,并且将(２)式在时间区间[tn,

tn＋１]上积分,有
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(e
αtn＋１

u(tn＋１)－e
αtnu(tn))＋∫

tn＋１

tn
∇(e

αt
２u)２＋(eαtu)xxx ＋(eαtu)５xdt＝∫

tn＋１

tn
eαtf(x)dt (３)

利用梯形面积法则知

∫
tn＋１

tn
g(s)ds~

τ
２

(g(tn＋１)＋g(tn)) (４)

上式的估计误差为

∫
tn＋１

tn
g(s)ds－

τ
２

[g(tn＋１)＋g(tn)]＝－
τ３

１２g″
(ε)

　　 令子列un ~u(tn),这里u是(１)式的解的连续形式．在(３)式中使用(４)式的法则,令β＝e－αt,有

１
τ

(un＋１－βun)＋
１
８∇(un＋１＋βun)２＋

１
２Ə３

x(un＋１＋βun)＋
１
２Ə５

x(un＋１＋βun)＝
１＋β

２ f

假设ατ ≪１,为了得到相同的连续估计,我们用f 来代替１＋β
２ f．因此,有

１
τ

(un＋１－βun)＋
１
８∇(un＋１＋βun)２＋

１
２Ə３

x(un＋１＋βun)＋
１
２Ə５

x(un＋１＋βun)＝f (５)

下面陈述本文要证明的主要结果:

定理１　 若f∈L２(R)且满足８τ‖f‖２
L２ ≤cλ２,那么方程(５)存在一个离散的半群Sn,n≥１并且

使得对于 ∀u０ ∈E,un＋１＝Sun ＝Sn＋１u０ 是(５)式的解,这里E＝{v∈L２(R１):τ‖v‖２
L２ ＜c},其中c

是一个与１
α

,‖f‖L２,‖u０‖L２ 有关的正整数．

定理２　 定理１中定义的离散的半群S 即Sun ＝un＋１:E →E,在H５(R)上有一个紧的全局吸引子．
引理１　 假设ατ ≪１是充分小的,那么:

‖un‖２
L２ ≤βn‖u０‖２

L２ ＋(１－βn)８
α２‖f‖２

L２ (６)

　　 证 　 方程(５)与un＋１＋βun 在L２(R)上作内积,得

‖un＋１‖２
L２ ≤β２‖un‖２

L２ ＋τ|(f,un＋１＋βun)|
由 Young不等式可得

(１－
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４
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α ‖f‖２
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当ατ 足够小时,我们有
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４
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所以

‖un＋１‖２
L２ ≤β‖un‖２

L２ ＋
４τ
α ‖f‖２

L２

由离散的 Gronwall引理,有

‖un‖２
L２ ≤βn‖u０‖２

L２ ＋(１－βn) ４ατ
α２(１－β)≤βn‖u０‖２

L２ ＋(１－βn)８
α２‖f‖２

L２

我们引入集合

E＝{v ∈L２(R):τ‖v‖２
L２ ＜c}

由引理１知,若u０ ∈E,f∈L２(R)且满足８τ‖f‖２
L２ ≤cα２,那么对所有的n∈N∗ ,有un ∈E．我们

把(５)式改写成
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如果u０,u１,,un 都能在E 中得到,利用Banach不动点定理我们只需要寻找un＋１＋βun

２
,而不是un＋１,为

此考虑泛函

F(w)＝βRun ＋
τ
２Rf－

τ
４RƏ２

xw２

其中,R＝(１＋
τ
２Ə３

x ＋
τ
２Ə５

x)－１．我们对τ 作一些限制,当τ 足够小时,我们有下面的引理．

引理２　 存在一个正常数c使得:

(１)‖R‖L(L２,Hs) ≤
２
τ

æ

è
ç

ö

ø
÷

s
５

,∀０≤s≤５．

(２)‖ƏxR‖L(L１,L２) ≤
c
τ

．

证 　 由文献[９]中引理１的证明方法可得引理２．

引理３　 存在一个正常数c＝c
１
α

,‖f‖L２,‖u０‖L２
æ

è
ç

ö

ø
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τ

　　 证 　 由GＧN不等式、Agmons不等式、引理(１)－(２)、Young不等式、Soblove嵌入不等式和un ∈
H１,有
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由此得引理３．
定理１的证明 　 我们通过Banach不动点定理来证明(５)式的解的唯一性．若un 存在,w 是F 上的一

个定点,令un＋１＝２w－βun．

F(w)＝βRun ＋
τ
２Rf－

τ
４RƏ２

xw２
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τ
１
τ{ }
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由引理２、引理３、GＧN不等式得:

‖F(w)‖L２ ≤β‖un‖L２ ＋
τ
２‖f‖L２ ＋

cτ
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２
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１
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,则 F 是F 到F 的映射,下面证明 F 是压缩映射:

F(w１)－F(w２)＝
τ
４RƏx[(w１－w２)(w１－w２)]

‖F(w１)－F(w２)‖L２ ≤cτ
１
２M‖w１－w２‖L２ ≤

３ccτ
１
４ ‖w１－w２‖L２

若３ccτ
１
４ ＜１,则 F 是压缩映射．证毕．

定理２的证明 　(５)式的任意解un 可以分解成:
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问题(８),(９)是适定的,由引理１和引理３知,vn 和wn 满足:

lim
n→∞

‖vn‖＝０

并且存在一个正整数c＝c
１
α

,‖f‖L２,‖u０‖L２
æ

è
ç

ö

ø
÷ 使得

‖Ə５
xwn‖L２ ≤

c
τ

由此可知半群Snu０＝vn ＋wn 可分解为一个紧的映射和一个收敛到零的有界集．定理２证毕．
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Abstract:WestudythelongＧtimebehaviourofasemiＧdiscreteKdVequationinR１withaperiodicalboundＧ
ary．First,weusetheCrankＧNicolsonschemetodiscretethisequationtoprovethatsuchasemiＧdiscreteeＧ
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