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α 预不变凸函数的若干性质①
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摘要:考虑了一类广义凸函数 ———α 预不变凸函数,利用中间点的α 预不变凸性,讨论了α 预不变凸函数与半连

续函数之间的关系,得到了α 预不变凸函数的一些性质．
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凸性和广义凸性在最优化理论和方法的研究中起着重要的作用,因此对凸性和广义凸性的探究是数

学规划领域的重要内容之一．近年来,人们提出了各类广义凸函数:文献[１－２]介绍了不变凸集和预不变

凸函数的定义;文献[３]提出了严格预不变凸和半严格预不变凸;文献[４]给出了α 不变凸集、α 预不变凸

函数、严格α 预不变凸函数和半严格α 预不变凸函数的定义．
文献[５]给出了凸函数的一个重要结果,即:
引理１[５]　 若K ⊂Rn 是非空凸集,f 是定义在K 上的连续函数,如果对于 ∀x,y ∈K,有
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则f 是K 上的凸函数．
这个结果的重要性在于凸性可以由连续性条件下的中间点凸性确定．文献[６]将凸函数的这个重要结

果推广到预不变凸函数情形,得到了预不变凸函数的两个等价条件:
引理２[６]　 若 K ⊂Rn 是开不变凸集,η满足条件η(y,y＋λη(x,y))＝ －λη(x,y),f 满足条

件f(y＋η(x,y))≤f(x),则f是预不变凸函数等价于f上半连续,且 ∃λ∈ (０,１),对 ∀x,y∈
K,有

f(y＋λη(x,y))≤ (１－λ)f(y)＋λf(x)

　　 引理３[６]　 若K ⊂Rn 是开不变凸集,η满足条件η(y,y＋λη(x,y))＝ －λη(x,y),f 满足条

件f(y＋η(x,y))≤f(x),则f是预不变凸函数等价于f下半连续,且 ∃λ∈ (０,１),对 ∀x,y∈
K,有

f(y＋λη(x,y))≤ (１－λ)f(y)＋λf(x)

　　 文献[７]曾给出凸函数的一个等价条件,即:
引理４[７]　 若K 是凸集,则f 是凸函数等价于 ∀x,y ∈K,g(λ)＝f(y＋λ(x－y))是[０,１]上的

凸函数．
文献[８]将凸函数的这个结果推广到预不变凸函数情形,得到了预不变凸函数的一个等价条件:
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引理５[５]　 若K ⊂Rn 是不变凸集,η满足条件η(y,y＋λη(x,y))＝ －λη(x,y),f满足条件f(y＋

η(x,y))≤f(x),则对 ∀x,y∈K,f是预不变凸函数当且仅当g(λ)＝f(y＋λη(x,y))是[０,１]上的凸

函数．
关于预不变凸性的其他研究成果可参见文献[９－１０]．由于预不变凸函数是α 预不变凸函数的特殊情

形,因此我们考虑将引理１和引理４的结果进一步推广到α 预不变凸函数情形．首先利用半连续函数的性

质和中间点的α 预不变凸性,讨论了α 预不变凸函数与半连续函数之间的关系,得到了半连续条件下α
预不变凸函数的两个等价条件;其次得到了α 预不变凸函数、严格α 预不变凸函数、半严格α 预不变凸

函数各自的一个等价条件,从而推广了有关结果．

１　 预备知识

为阐述本文的主要结果,我们先引进一些概念及条件．
定义１[１１]　 设K ⊂Rn 是非空凸集,λ∈ [０,１],f 是定义在K 上的函数,如果对于 ∀x,y∈K,有

f(λx＋(１－λ)y)≤λf(x)＋(１－λ)f(y) (１)
则称f 是K 上的凸函数．如果当x ≠y 时(１)式中严格不等式成立,即

f(λx＋(１－λ)y)＜λf(x)＋(１－λ)f(y) (２)
则称f 是K 上的严格凸函数．如果当f(x)≠f(y)时(１)式中严格不等式成立,即

f(λx＋(１－λ)y)＜λf(x)＋(１－λ)f(y) (３)
则称f 是K 上的半严格凸函数．

定义２[１２]　 设K ⊂Rn 是非空凸集,λ∈ [０,１],f 是定义在K 上的函数,如果对于 ∀x,y∈K,有

f(λx＋(１－λ)y)≤ max{f(x),f(y)} (４)
则称f 是K 上的拟凸函数．如果当x ≠y 时(４)式中严格不等式成立,即

f(λx＋(１－λ)y)＜ max{f(x),f(y)} (５)
则称f 是K 上的严格拟凸函数．如果当f(x)≠f(y)时(４)式中严格不等式成立,即

f(λx＋(１－λ)y)＜ max{f(x),f(y)} (６)
则称f 是K 上的半严格拟凸函数．

以下我们约定集合 K 是实 Hilbert空间H 的一个非空子集,α:K×K →R\{０}是实值函数,η:

K ×K →H 是向量值函数．
定义３[４]　 如果对于 ∀x,y ∈K,∀λ ∈ [０,１],有

y＋λα(x,y)η(x,y)∈K (７)
则称K 是关于η 和α 的α 不变凸集．

定义４[４]　 设K 是α 不变凸集,f 是定义在K 上的函数,如果对于 ∀x,y ∈K,∀λ ∈ [０,１]有

f(y＋λα(x,y)η(x,y))≤ (１－λ)f(y)＋λf(x) (８)
则称f 是K 上的α 预不变凸函数．如果当x ≠y 时(８)式中严格不等式成立,即

f(y＋λα(x,y)η(x,y))＜ (１－λ)f(y)＋λf(x) (９)
则称f 是K 上的严格α 预不变凸函数．如果当f(x)≠f(y)时(８)式中严格不等式成立,即

f(y＋λα(x,y)η(x,y))＜ (１－λ)f(y)＋λf(x) (１０)
则称f 是K 上的半严格α 预不变凸函数．

下面的讨论中将用到条件 A和条件B,为此我们先给出这两个条件的内容．
条件A[１３]　∀x,y ∈K,∀λ ∈ [０,１],η 和α 满足下列关系式

η(y,y＋λαx,y( )η(x,y))＝－λη(x,y)

η(x,y＋λα(x,y)η(x,y))＝(１－λ)η(x,y)
显然t＝０,η(x,y)＝０⇔x＝y．

条件B[１３]　f(y＋α(x,y)η(x,y))≤f(x),∀x,y ∈K．
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２　 主要结果

本节我们将在中间点α 预不变凸性和适当条件下,建立α 预不变凸函数与上半连续函数、下半连续

函数之间的关系．同时得到α 预不变凸函数、严格α 预不变凸函数和半严格α 预不变凸函数的一个等价

条件及一些简单的推论．
定理１　 设K 是关于η 和α 的α 不变凸集,η 满足条件 A,α 满足条件α(x,y)＝α(y,y＋λα(x,

y)η(x,y)),f 上半连续且满足条件B,则f 关于相同的η 和α 是α 预不变凸函数等价于 ∃γ ∈ (０,１),
对 ∀x,y ∈K,有

f(y＋γα(x,y)η(x,y))≤ (１－γ)f(y)＋γf(x)

　　 证 　 必要性可以直接由α 预不变凸函数的定义得到,只需证明充分性．
假设f 关于相同的η 和α 不是α 预不变凸函数,则存在λ ∈ (０,１),x,y ∈K,使得

f(y＋λα(x,y)η(x,y))＞λf(x)＋(１－λ)f(y)
令

g(λ)＝f(y＋λα(x,y)η(x,y))－λf(x)－(１－λ)f(y)
因f 上半连续,则g(λ)在[０,１]上也上半连续,且g(０)＝０,g(λ)＞０．再由f 满足条件B,可知

g(１)＝f(y＋α(x,y)η(x,y))－f(x)≤０
令

λ１＝sup
λ＜λ

{λ:g(λ)＝０}

λ２＝inf
λ＜λ

{λ:g(λ)＝０}

则由g(λ)的上半连续性,得

g(λ１)＝g(λ２)＝０
即

f(y＋λ１α(x,y)η(x,y))－λ１f(x)－(１－λ１)f(y)＝０
f(y＋λ２α(x,y)η(x,y))－λ２f(x)－(１－λ２)f(y)＝０

且０≤λ１ ＜λ ＜λ２ ≤１．
令

x∗＝y＋λ１α(x,y)η(x,y),y∗＝y＋λ２α(x,y)η(x,y)
因为η 满足条件 A,α 满足条件

α(x,y)＝α(y,y＋λα(x,y)η(x,y))
从而根据文献[１４]中的引理３􀆰１可得

α(x,y)＝α(y＋λ１α(x,y)η(x,y),y＋λ２α(x,y)η(x,y)) (１１)

η(y＋λ１α(x,y)η(x,y),y＋λ２α(x,y)η(x,y))＝(λ１－λ２)η(x,y) (１２)
故由(１１),(１２)式可得

y∗ ＋γα(x∗ ,y∗ )η(x∗ ,y∗ )＝
y＋λ２α(x,y)η(x,y)＋γα(y＋λ１η(x,y),y＋λ２η(x,y))η(y＋λ２η(x,y),y＋λ１η(x,y))＝
y＋λ２α(x,y)η(x,y)＋γ(λ１－λ２)α(x,y)η(x,y)

从而对 ∀β ∈ (０,１),由于λ１ ＜βλ１＋(１－β)λ２ ＜λ２,由λ１,λ２ 的取法知,

f(y∗＋βα(x∗,y∗)η(x∗,y∗))＝
f[y＋λ２α(x,y)η(x,y)＋β(λ１－λ２)α(x,y)η(x,y)]＝
f[y＋(βλ１＋(１－β)λ２)α(x,y)η(x,y)]＞
(βλ１＋(１－β)λ２)f(x)＋[１－(βλ１＋(１－β)λ２)]f(y)＝

β[λ１f(x)＋(１－λ１)f(y)]＋(１－β)[λ２f(x)＋(１－λ２)f(y)]＝

βf(y＋λ１α(x,y)η(x,y))＋(１－β)f(y＋λ２α(x,y)η(x,y))＝
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βf(x∗)＋(１－β)f(y∗)
这与题设条件相矛盾,故假设不成立,即f 关于相同的η 和α 是α 预不变凸函数．

定理２　 设K 是关于η 和α 的α 不变凸集,f 下半连续且满足条件B,则f 关于相同的η 和α 是α
预不变凸函数等价于 ∃λ ∈ (０,１),对 ∀x,y ∈K,有

f(y＋λα(x,y)η(x,y))≤ (１－λ)f(y)＋λf(x)

　　 证 　 必要性可直接由α 预不变凸函数的定义得到,只需证明充分性．令

A＝{λ∈ [０,１]:f(y＋λα(x,y)η(x,y))≤λf(x)＋(１－λ)f(y),∀x,y ∈K}
如果λn ∈A,且λn →λ(n → ∞),则由A 的定义,对 ∀x,y ∈X,有

f(y＋λnα(x,y)η(x,y))≤λnf(x)＋(１－λn)f(y)
从而

liminf
n→∞

f(y＋λnα(x,y)η(x,y))≤liminf
n→∞

(λnf(x)＋(１－λn)f(y))

因为f 下半连续,所以

f(y＋λα(x,y)η(x,y))≤λf(x)＋(１－λ)f(y)
由条件B,当λ＝０,１,同样有

f(y＋λα(x,y)η(x,y))≤λf(x)＋(１－λ)f(y)
从而f 关于相同的η 和α 是α 预不变凸函数．

注１　 定理１和定理２说明在上半连续或下半连续条件下,判断一个函数是不是α 预不变凸函数,可

减弱为判断其中值点是否满足α 预不变凸性．
注２　 定理１和定理２只要求K 是α 不变凸集,与文献[６]定理３􀆰１和定理３􀆰２相比,既排除了A 是

开集的要求,同时定理２也排除了条件 A,证明过程中也没用到集合A 的稠密性,从而在一定程度上简化

了证明过程．
定理３　 设K 是关于η 和α 的α 不变凸集,η 满足条件 A,α 满足条件α(x,y)＝α(y,y＋λα(x,

y)η(x,y)),f 满足条件B,则f 关于相同的η和α是α 预不变凸函数等价于对于 ∀x,y∈K,λ∈ [０,

１],g(λ)＝f(y＋λα(x,y)η(x,y))是[０,１]上的凸函数．
证 　 若g(λ)是凸函数,则对于 ∀x,y ∈K,λ ∈ [０,１],有

f(y＋λα(x,y)η(x,y))＝g(λ)＝g(λ􀅰１＋(１－λ)􀅰０)≤λg(１)＋(１－λ)g(０)＝
λf(y＋α(x,y)η(x,y))＋(１－λ)f(y)

因为f 满足条件B,所以

λf(y＋α(x,y)η(x,y))＋(１－λ)f(y)≤λf(x)＋(１－λ)f(y)
从而

f(y＋λα(x,y)η(x,y))≤λf(x)＋(１－λ)f(y)
故f 关于相同的η 和α 是α 预不变凸函数．

反之,设f 关于相同的η 和α 是α 预不变凸函数,则 ∃λ ∈ (０,１),对 ∀x,y ∈K 有

f(y＋λα(x,y)η(x,y))≤λf(x)＋(１－λ)f(y)
对 ∀λ１,λ２,λ ∈ [０,１],

(a)若λ１＝λ２,则有

g(λ２＋λ(λ１－λ２))＝g(λ２)＝f(y＋λ２α(x,y)η(x,y))＝λg(λ１)＋(１－λ)g(λ２)

　　(b)如果λ１ ≠λ２,不失一般性,可假设λ１ ＞λ２．由于λ１,λ２ ∈ [０,１],可知λ２ ≠１,故０＜
λ１－λ２

１－λ２
≤

１．则由(１１),(１２)式及α 预不变凸函数的定义,有

g(λ２＋λ(λ１－λ２))＝f(y＋(λ２＋λ(λ１－λ２))α(x,y)η(x,y))＝
f(y＋λ２α(x,y)η(x,y)＋λ(λ１－λ２)α(x,y)η(x,y))＝
f(y＋λ２α(x,y)η(x,y)＋λα(y＋λ１α(x,y)η(x,y),y＋
λ２α(x,y)η(x,y))η(y＋λ１α(x,y)η(x,y),y＋λ２α(x,y)η(x,y))≤
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λf(y＋λ１α(x,y)η(x,y))＋(１－λ)f(y＋λ２α(x,y)η(x,y))＝
λg(λ１)＋(１－λ)g(λ２)

故g(λ)是[０,１]上的凸函数．
定理４　 设K 是关于η 和α 的α 不变凸集,η 满足条件 A,α 满足条件

α(x,y)＝α(y,y＋λα(x,y)η(x,y))

f满足条件B,则f关于相同的η和α是严格α 预不变凸函数等价于对于 ∀x,y∈K,λ∈ [０,１],g(λ)＝
f(y＋λα(x,y)η(x,y))是[０,１]上的严格凸函数．

证 　 若g(λ)是严格凸函数,则对于 ∀x,y∈K,λ∈ [０,１],当x ≠y时,有

f(y＋λα(x,y)η(x,y))＝g(λ)＝g(λ􀅰１＋(１－λ)􀅰０)＜λg(１)＋(１－λ)g(０)＝
λf(y＋α(x,y)η(x,y))＋(１－λ)f(y)

因为f 满足条件B,所以

λf(y＋α(x,y)η(x,y))＋(１－λ)f(y)≤λf(x)＋(１－λ)f(y)
从而

f(y＋λα(x,y)η(x,y))＜λf(x)＋(１－λ)f(y)
故f 关于相同的η 和α 是严格α 预不变凸函数．

反之,设f关于相同的η和α是严格α 预不变凸函数,则 ∃λ∈ (０,１),对 ∀x,y∈K,当x ≠y时,
有

f(y＋λα(x,y)η(x,y))＜λf(x)＋(１－λ)f(y)
对 ∀λ１,λ２,λ ∈ [０,１],

(a)若λ１＝λ２,则有

g(λ２＋λ(λ１－λ２))＝g(λ２)＝f(y＋λ２α(x,y)η(x,y))＝λg(λ１)＋(１－λ)g(λ２)

　　(b)如果λ１ ≠λ２,不失一般性,可假设λ１ ＞λ２．由于λ１,λ２ ∈ [０,１],可知λ２ ≠１,故

０＜
λ１－λ２

１－λ２
≤１

而且对 ∀x,y ∈K,当x ≠y 时,有η(x,y)≠０,又由α(x,y)≠０和λ１ ≠λ２,则有

y＋λ１α(x,y)η(x,y)≠y＋λ２α(x,y)η(x,y)
从而由(１１),(１２)式及严格α 预不变凸函数的定义,有

g(γ２＋λ(λ１－λ２))＝f(y＋(λ２＋λ(λ１－λ２))α(x,y)η(x,y))＝
f(y＋λ２α(x,y)η(x,y)＋λ(λ１－λ２)α(x,y)η(x,y))＝
f(y＋λ２α(x,y)η(x,y)＋λα(y＋λ１α(x,y)η(x,y),y＋
λ２α(x,y)η(x,y))η(y＋λ１α(x,y)η(x,y),y＋λ２α(x,y)η(x,y))＜
λf(y＋λ１α(x,y)η(x,y))＋(１－λ)f(y＋λ２α(x,y)η(x,y))＝
λg(λ１)＋(１－λ)g(λ２)

故g(λ)是[０,１]上的严格凸函数．
定理５　 设K 是关于η 和α 的α 不变凸集,η 满足条件 A,α 满足条件

α(x,y)＝α(y,y＋λα(x,y)η(x,y))

f 满足条件B,则f关于相同的η和α是半严格α 预不变凸函数等价于对于 ∀x,y∈K,λ∈ [０,１],

g(λ)＝ f(y＋λα(x,y)η(x,y))是[０,１]上的半严格凸函数．
证 　 若g(λ)是半严格凸函数,则对于 ∀x,y ∈K,λ ∈ [０,１],当g(x)≠g(y)时,有

f(y＋λα(x,y)η(x,y))＝g(λ)＝g(λ􀅰１＋(１－λ)􀅰０)＜λg(１)＋(１－λ)g(０)＝
λf(y＋α(x,y)η(x,y))＋(１－λ)f(y)

因为f 满足条件B,所以

λf(y＋α(x,y)η(x,y))＋(１－λ)f(y)≤λf(x)＋(１－λ)f(y)
从而
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f(y＋λα(x,y)η(x,y))＜λf(x)＋(１－λ)f(y)
故f 关于相同的η 和α 是半严格α 预不变凸函数．

反之,设f 关于相同的η和α是半严格α 预不变凸函数,则 ∃λ∈ (０,１),对 ∀x,y∈K,当f(x)≠
f(y)时,有

f(y＋λα(x,y)η(x,y))＜λf(x)＋(１－λ)f(y)
对 ∀λ１,λ２,λ ∈ [０,１],若g(λ１)≠g(λ２),则有

f(y＋λ１α(x,y)η(x,y))≠f(y＋λ２α(x,y)η(x,y))
及λ１ ≠λ２．不失一般性,可假设λ１ ＞λ２,则

０＜
λ１－λ２

１－λ２
≤１

从而由(１１),(１２)式及半严格α 预不变凸函数的定义,有

g(λ２＋λ(λ１－λ２))＝f(y＋(λ２＋λ(λ１－λ２))α(x,y)η(x,y))＝
f(y＋λ２α(x,y)η(x,y)＋λ(λ１－λ２)α(x,y)η(x,y))＝
f(y＋λ２α(x,y)η(x,y)＋λα(y＋λ１α(x,y)η(x,y),y＋
λ２α(x,y)η(x,y))η(y＋λ１α(x,y)η(x,y),y＋λ２α(x,y)η(x,y))＜
λf(y＋λ１α(x,y)η(x,y))＋(１－λ)f(y＋λ２α(x,y)η(x,y))＝
λg(λ１)＋(１－λ)g(λ２)

故g(λ)是[０,１]上的半严格凸函数．
考虑到凸函数必是拟凸函数、严格凸函数必是严格拟凸函数、半严格凸函数必是半严格拟凸函数,反

之不一定成立,从而由定理３、定理４和定理５立即可得到下面的推论．
推论１　 设K 是关于η 和α 的α 不变凸集,η 满足条件 A,α 满足条件

α(x,y)＝α(y,y＋λα(x,y)η(x,y))

f 满足条件B,如果f 关于相同的η 和α 是α 预不变凸函数,则对于 ∀x,y ∈K,λ ∈ [０,１],

g(λ)＝f(y＋λα(x,y)η(x,y))
是[０,１]上的拟凸函数．

推论２　 设K 是关于η 和α 的α 不变凸集,η 满足条件 A,α 满足条件

α(x,y)＝α(y,y＋λα(x,y)η(x,y))

f 满足条件B,如果f 关于相同的η 和α 是严格α 预不变凸函数,则对于 ∀x,y ∈K,λ ∈ [０,１],

g(λ)＝f(y＋λα(x,y)η(x,y))
是[０,１]上的严格拟凸函数．

推论３　 设K 是关于η 和α 的α 不变凸集,η 满足条件 A,α 满足条件

α(x,y)＝α(y,y＋λα(x,y)η(x,y))

f 满足条件B,如果f 关于相同的η 和α 是半严格α 预不变凸函数,则对于 ∀x,y ∈K,λ ∈ [０,１],

g(λ)＝f(y＋λα(x,y)η(x,y))
是[０,１]上的半严格拟凸函数．
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SomePropertiesofαＧPreinvexFunctions
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Abstract:Aclassofgeneralizedconvexfunctions,termedαＧpreinvexfunctions,isconsideredinthispaper．
SomepropertiesoftheαＧpreinvexfunctionsarediscussed．Inparticular,therelationshipbetweensemiconＧ
tinuousfunctionsandαＧpreinvexfunctionsareinvestigatedwiththeαＧpreinvexityofthemidpoint．These
resultsprovidemethodsfordiscriminatingαＧpreinvexity．
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