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摘要:令ω 是由有限个正整数组成的集合．如果１∈ω,且当s∈ω 时,s的每个正因子t∈ω,则称ω 是合理子集．
用πe(K)表示由有限群K 的元素的阶组成的集合．如果对于πe(G)的每个合理子集ω,都存在一个有限群H,使得

πe(H)＝ω,则称有限群G 是好群;如果对于πe(G)的每个合理子集ω,都存在G 的子群H,使得πe(H)＝ω,则

称有限群G 是强好群．主要确定了某些好群和强好群．
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本文中的群都是指有限群．字母G总是代表一个群．字母p和q总是代表两个不同的素数．Cn 代表n阶

循环群,An 代表n次交错群,Sn 代表n次对称群．我们用Sylp(G)表示群G 的全体Sylowp 子群组成的

集合,用π(G)表示由群G 的阶|G|的全体素因子组成的集合,用πe(G)表示由群G 中的全体元素的阶

组成的集合．文中其它符号都是标准的(参见文献[１])．
令ω是由有限个正整数组成的集合．如果１∈ω,且当s∈ω时,s的每个正因子t∈ω,则称ω是合理

子集．如果合理子集ω 是πe(G)的子集,则称ω 是πe(G)的合理子集．
如果对于πe(G)的合理子集ω,存在群H,使得πe(H)＝ω,则称群G 是好群(见文献[２])．在本文中,

我们引入强好群的概念:如果对于πe(G)的合理子集ω,存在G 的子群H,使得πe(H)＝ω,则称群G 是

强好群．本文主要目的是确定某些好群和强好群．
引理１[３]　 如果|π(G)|≥３,且G中每个非单位元的阶是素数,则G≅A５．特别地,π(G)＝ {２,３,５}．
引理２[４]４９５－５０７　 设G 是以K 为核,以 H 为补的Frobenius群,则下述各个命题成立:

(１°)G＝KH,K◁G,|G|＝|K||H|,(|K|,|H|)＝１,|H| (|K|－１);

(２°)CK(h)＝１(∀１≠h ∈ H);

(３°)如果|H|是偶数,则H 中恰有一个２阶元素t,且t－１xt＝x－１(∀x∈K),特别地,K 是Abel群;
(４°)H 的Sylow子群要么是循环群,要么是广义四元数群;
(５°)G＝K ∪ ( ∪

x∈G－H
(H －１)x)．

引理３[４]４９７　 设G＝KH,K◁G,H ＜G．如果H 中的每个非单位元按共轭导出K 的一个无不动点

自同构,则G 是以K 为核,以 H 为补的Frobenius群．
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引理４[４]１７８　 设G 是pn 阶初等 AbelＧp 群,p 是素数,则

|Aut(G)|＝p
１
２n(n－１)

(p－１)(pn －１)

　　 定理１　 下述各个命题成立:
(１°)设G 是好群,如果|π(G)|≥３,则π(G)＝{２,３,５};
(２°)如果G 是非可解的好群,则π(G)＝{２,３,５};
(３°)最小阶的非可解好群是A５;
(４°)设G 是强好群,如果|π(G)|≥３,则A５ ≤G,G 是非可解的,且π(G)＝{２,３,５};
(５°)Cp ×Cq 是强好群;
(６°)设p ＞q,存在pq阶非 Abel群的充要条件是q|(p－１)．pq阶群是强好群．
证 　(１°)由文献[２]中的定理１可得．
(２°)由于G 是非可解的,据Bunside{p,q} 定理[４]４９２,我们有|π(G)|≥３．于是,由于G 是好群,据

(１°)得到π(G)＝{２,３,５}．
(３°)最小阶的非可解群是A５

[５]１０６,而A５ 是好群,故(３°)成立．
(４°)据题设,我们有π(G)＝ {p１,p２,p３,,pn},其中pi 是不同的素数,３≤n．{１,p１,p２,p３,,

pn}是πe(G)的一个合理子集．于是,由于G 是强好群,G 存在子群K,使得

πe(K)＝{１,p１,p２,p３,,pn}
据引理１,我们有K ≅A５,从而n＝３,π(G)＝{２,３,５}．由于G 含非Abel的单群K ≅A５,G 是非可解

的．这完成了(４°)的证明．
(５°)显然成立．
(６°)设G 是pq阶群,那么πe(G)＝{１,p,q}或πe(G)＝{１,p,q,pq}．从而G 显然是强好群．
定理２　 下述各命题成立:
(１°)好群的子群是好群;
(２°)好群的商群是好群;
(３°)非可解的好群的非 Abel主因子同构于A５ 或A６．
证 　 令H 是G 的子群或商群．我们有πe(H)⊆πe(G),而πe(H)的合理子集显然也是πe(G)的合理

子集．这两个事实意味着(１°)和(２°)成立．据文献[２]知:如果一个好群是非Abel单群,则这个好群同构于

A５ 或A６．所以,据(１°)和(２°)知(３°)成立．
定理３　 下述各命题成立:
(１°)A３,S３,A４ 和S４ 都是强好群,A５,S５,A６ 和S６ 都是好群但都不是强好群;
(２°)An 是好群当且仅当n ≤６,Sn 是好群当且仅当n ＜６;
(３°)An 是强好群当且仅当n ≤４,Sn 是强好群当且仅当n ≤４．
证 　(１°)A３,S３ 和A４ 显然都是强好群．我们有πe(S４)＝{１,２,３,４}．πe(S４)的合理子集ω是下述集

之一:{１},{１,２},{１,３},{１,２,３},{１,２,４},{１,２,３,４}．对于πe(S４)的每个合理子集ω,都有S４ 的子

群 H,使得πe(H)＝ω,例如:设ω＝{１,２,３},我们有S４ 的子群H ＝A４,使得πe(H)＝πe(A４)＝{１,

２,３}＝ω．设ω＝{１,２,４},S４ 的Sylow２ 子群是８阶二面体群D８,我们有πe(D８)＝{１,２,４}＝ω．所

以S４ 是强好群．
πe(S６)＝ {１,２,３,４,５,６}．πe(S６)的合理子集ω是下述集之一:{１},{１,２},{１,３},{１,５},{１,２,３},

{１,２,４},{１,２,５},{１,３,５},{１,２,３,４},{１,２,３,５},{１,２,４,５},{１,２,３,４,６},{１,２,３,５,６},
{１,２,３,４,５,６}．

设ω＝{１,２,５},据定理１,存在群 H,使得πe(H)＝{１,２,５}＝ω．
设ω＝{１,３,５},据引理４和引理３,存在以５２ 阶初等Abel５ 群为核,以一个３阶群为补的Frobenius

群 H,据引理２,我们有
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πe(H)＝{１,３,５}＝ω
设ω＝ {１,２,４,５}．令H 是一个５阶群被它的自同构群(４阶循环群)的扩张,据引理３和引理２,我们有

πe(H)＝{１,２,４,５}＝ω
设ω＝{１,２,３,５,６}．５２ 阶初等AbelＧ５ 群的自同构群有一个子群是６阶循环群[４]１８７,从而据引理３,存

在以一个５２ 阶初等 Abel群为核,以一个６阶循环群为补的Frobenius群 H,据引理２我们有

πe(H)＝{１,２,３,５,６}＝ω
设ω＝{１,２,３,４,６}．８阶四元数群的自同构群是S４

[６]４１５,从而存在群H,使得H 是８阶四元数群被一

个３阶群的扩张．我们有

πe(H)＝{１,２,３,４,６}＝ω
当ω 是πe(S６)的其它合理子集时,显然存在群 H,使得πe(H)＝ω．

综上所述,对于πe(S６)的任一个合理子集ω,存在群 H,使得πe(H)＝ω．所以S６ 是好群．
不存在S６ 的子群H,使得πe(H)＝{１,３,５},否则|H|＝３２５或３５．但S６ 既无３２５阶子群也

无３５阶子群,矛盾．所以S６ 不是强好群．
由于S６ 是好群,A５,S５ 和A６ 都是好群(见定理２),用上一段推理知A５,S５ 和A６ 都不是强好群．
由(１°)和定理１(１°),得到(２°)和(３°)．证毕．
推论１　 设n 是πe(G)中最大的数．如果n ≤６,则G 是好群;如果n ≤４,则G 是强好群．
定理４　 设G 是以一个 AbelＧp 群P 为核,以一个q 群Q 为补的Frobenius群,则G 是强好群．
证 　 我们有|Q|＝qn,其中n是某个正整数．Q 要么是qn 阶循环群,要么是２n 阶广义四元数群(见引

理２)．设exp(P)＝pm．于是,我们有

πe(P)＝{１,p,,pm}

　　 设Q 是qn 阶循环群．
　　 据引理２,我们有

πe(G)＝{１,p,,pm,q,,qn}

显然,πe(G)的合理子集分别是:{１},{１,p,,pi},{１,q,,qj},{１,p,,pi,q,,qj},其中

i＝ １,,m;j＝ １,,n．
令

Ωi(P)＝{x|xpi ＝１}　　　i＝１,,m
Ωi(P)是P 的特征子群,由于P◁G,我们有Ωi(P)◁G．我们有

exp(Ωi(P))＝pi

记Q 的qj 阶循环子群为Qj(j＝１,,n)．令Gij ＝Ωi(P)Qj,并规定Ω０(P)＝１及Q０＝１．
我们有:

πe(Ωi(P))＝{１,p,,pi}　　　i＝１,,m
πe(Qj)＝{１,q,,qj}　　　j＝１,,n

据引理２和引理３知道:对于i,j≥１,Gij 是以Ωi(P)为核,以Qj 为补的Frobenius群,

πe(Gij)＝{１,p,,pi,q,,qj}

　　 综上所述,对于πe(G)的任一个合理子集ω,都有G 的子群K,使得πe(K)＝ω．所以G 是强好群．
 设Q 是２n 阶广义四元数群．
这时,Q 有一个２n－１ 阶循环子群,πe(Q)＝{１,２,,２n－１}．据引理２我们有

πe(G)＝{１,p,,pm,２,,２n－１}

Q 有２i 阶循环子群Qi(i＝１,,n－１)．重复  中的推理可知G 是强好群,证毕．
如果群G 中的每个非单位元的阶是素数的幂,则称G 是EOPP 群．下述定理５是文献[７]２１３页中的

E１６３(无证明)的精细和改进,这可利用文献[８]中的结果证明(证明从略)．
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定理５　 设G 是一个可解非幂零的EOPP 群,则π(G)＝{p,q},G＝PQ,其中P ∈Sylp(G),Q ∈
Sylq(G),且F(G)＝Op(G)或F(G)＝Oq(G)．不妨设F(G)＝Op(G),则下述３个命题成立:

(１°)如果P＝F(G),则G 是以P 为核,以Q 为补的Frobenius群,Q 是循环群或广义四元数群;
(２°)如果P ＞F(G),则下述各命题成立:
(２°a)G 是２ＧFrobenius群．更确切地说,G＝P１QP２,其中P１＝F(G)＝Op(G),P１P２＝P,P１ ∩P２＝

{１},P２ 是循环群．P１Q 是以P１ ＝ F(G)为核,以Q 为补的Frobenius群,QP２ 是以Q 为核,以P２ 为补的

Frobenius群;
(２°b)q＝pk＋１,k是某个正整数(特别地,q≠２);
(２°c)Q 是循环群;
(２°d)对于(２°a)中的P２,有|P２|≠p．
(３°)如果q＜p,特别地,如果q＝２,则G 是以P 为核,以Q 为补的Frobenius群,Q 是循环群或广

义四元数群．
反之,设|π(G)|＝２,且设G 是Frobenius群或２ＧFrobenius群,则G 是可解非幂零的EOPP 群．
定理６　 设G 是一个偶数阶的可解非幂零的EOPP 群．令S ∈Syl２(G)．如果S 是 Abel的,则G 是

强好群,并且下述命题之一成立:
(１°)G 是以一个 AbelＧp 群为核,以循环２ 群S 为补的Frobenius群;
(２°)G 是以一个 AbelＧ２ 群S 为核,以一个循环p 群为补的Frobenius群．
证 　 据题设和定理５,我们有π(G)＝{２,p}(p≠２),G＝PS,其中P ∈Sylp(G),S∈Syl２(G),且

F(G)＝Op(G)或F(G)＝O２(G)．如果F(G)＝Op(G),则据定理５和题设知,G 是以P 为核,以S 为补

的Frobenius群,S 是循环群２ 群,(１°)成立．从而据定理４知G 是强好群．
现在设F(G)＝O２(G)．由于S 是 Abel的,据文献[４]２７７页的定理４２,我们有

S ≤CG(O２(G))＝CG(F(G))≤F(G)＝O２(G)≤S⇒S＝F(G)
所以,据定理５知G 是以AbelＧ２ 群S 为核,以一个循环p 群P 为补的Frobenius群,(２°)成立．从而据

定理４知G 是强好群．
下述定理７是定理６的直接推论．
定理７　 设G是一个偶数阶的可解非幂零的EOPP 群,且G中的每个２ 元都是对合,则G是强好群,

并且下述命题之一成立:
(１°)G 是以一个初等 AbelＧ２ 群为核,以一个循环p 群为补的Frobenius群;
(２°)G 是以一个 AbelＧp 群为核,以一个２阶群为补的Frobenius群．
定理８　 设G 是一个偶数阶的可解非幂零的EOPP 群,且设G 的Sylow２ 子群是广义四元数群,则

G 是强好群,并且G 是以一个 AbelＧp 群为核,以一个广义四元数群为补的Frobenius群．
证 　 令S∈Syl２(G)．据定理５,我们有G＝PS,其中P ∈Sylp(G),p是奇素数．由于S是广义四元

数群,据文献[９]的定理２３知 P◁G．于是,据定理５知G 是以P 为核,以广义四元数群S 为补的

Frobenius群．从而,P 是 Abel的(见引理２)．于是,由定理４知G 是强好群．
据定理５不难证明下述引理５成立．
引理５　 设πe(G)＝{１,２,,２n,３},其中n 是正整数且n ≥２,则下述命题之一成立:
(１°)G 是以一个２ 群为核,以一个３阶群为补的Frobenius群,此外,核的阶是２２k,其中k是某个正

整数;
(２°)G 是以一个初等 AbelＧ３ 群为核,以一个２n 阶循环群或２n＋１ 阶广义四元数群为补的Frobenius

群,令P 是核,令t是补中的２n 阶元,则x
t２n－１

＝x－１(∀x ∈P);
(３°)G＝F(G)S３,|F(G)|＝２２k,k是某个正整数,exp(F(G))是２n 的因子,F(G)的类不大于２．
据引理５、定理３和定理４,得到定理９:
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定理９　 设G 有８阶的Sylow２ 子群,且πe(G)＝{１,２,,２n,３},其中n是正整数,且n＞２．那

么,G 是强好群,并且下述命题之一成立:
(１°)G 是以一个初等 AbelＧ３ 群为核,以一个８阶循环群或一个８阶四元数群为补的Frobenius群;
(２°)G ≅S４．
定理１０　 设G 有２４ 阶的Sylow２ 子群,且πe(G)＝{１,２,,２n,３},其中n是正整数且n≥２．那

么,G 是强好群,并且下述命题之一成立:
(１°)G是以两个４阶循环群的直积(即２４ 阶非循环的haicycl群)为核,以一个３阶群为补的Frobenius群;
(２°)G 是以一个初等AbelＧ３ 群为核,以一个２４ 阶循环群或２４ 阶广义四元数群为补的Frobenius群．
证 　 由于G 有２４ 阶的Sylow２ 子群,据引理５知G 是引理５的(１°)或(２°)中的群．
如果G 是引理５(２°)中的群,则本定理陈述中的(２°)成立．从而据定理４知G 是强好群．
现在设G 是引理５(１°)中的群,即G 是以一个２４ 阶群Q 为核,以一个３阶群H 为补的Frobenius群．
假设Q 不是Abel的,我们有４≤|Q′|．于是,由p 群的一个基本结果知|Q′|＝４,|Q/Q′|＝４．从

而,据文献[１０]１９４页的定理４５知Q 是下述群之一:Q２４(２４ 阶广义四元数群),D２４(２４ 阶二面体群),

S２４(２４ 阶半二面体群)．于是,Q′是２２ 阶循环群(见文献[１０]１９１页的定理４３)．由于Q◁G,Q′◁G,从而

Q′H 是G 的子群．由于Q′是循环２ 群,H◁Q′H,Q′H ＝Q′×H,与G 的EOPP性质矛盾．所以,Q 是

２４ 阶 Abel群．Q 不能是循环群(否则,|Aut(Q)|＝２３,但这不可能)．于是４≤|Ω１(Q)|．由题设(n≥２)

知Q 不能为初等 Abel群．所以,我们有２２ ≤|Ω１(Q)|≤２３．所以(如果有必要的话,考虑 EOPP 群

G/Ω１(G)(EOPP 群的商群是EOPP 群))我们断定:|Ω１(Q)|＝２２,Q 是两个４阶循环群的直积．于是,
定理陈述中的(１°)成立．从而据定理４知G 是强好群．

定理１１　 设G 是２３p 阶EOPP 群(p ≠２),则G 是强好群,并且下述命题之一成立:
(１°)G 是以一个p 阶群为核,以一个２３ 阶循环群为补的Frobenius群,且２３|p－１;
(２°)G 是以一个２３ 阶初等 Abel群为核,以一个７阶群为补的Frobenius群;
(３°)G ≅S４．
证 　 令S ∈Syl２(G),P ∈Sylp(G)．G 是可解的．据题设我们有|F(G)|＝４,８,p．
|F(G)|＝p．
这时,据定理５知(１°)成立．于是,据定理４知G 是强好群．
|F(G)|＝８．
这时,|F(G)|＝S,据定理５知G 是以S 为核,以P 为补的Frobenius群．如果S 不是 Abel的,则

|Z(S)|＝２,G 不是EOPP 群,与题设矛盾．所以,S是Abel的．于是,据引理２(１°)知(２°)成立．从而据

定理４知G 是强好群．
|F(G)|＝４．
这时,据定理５知G ≅S４,即(３°)成立．G＝S４ 是强好群(见定理３)．
定理１２　 设G 是非可解的EOPP 群．如果G 是好群,则下述之一成立:
(１°)G ≅A５;
(２°)G ≅A６;
(３°)G/P ≅A５,其中P 是初等 AbelＧ２ 群,且同构于若干个自然模的直和．
证 　 由于G 是非可解的EOPP 群,据文献[１１]的定理３,下述结论之一成立:
(a)G 是下述群之一:PSL(２,q)(q＝４,７,８,９,１７),PSL(３,４),Sz(８),Sz(３２);
(b)G有非平凡的正规初等AbelＧ２ 子群P,P同构于若干自然模的直和,且G/P与下述群之一同构:

PSL(２,４),PSL(２,８),Sz(８),Sz(３２);
(c)G ≅M１１．
由于G 是好群,据定理２知下述之一成立:
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(１°)G ≅PSL(２,４)≅A５;
(２°)G ≅PSL(２,９)≅A６;
(３°)G/P ≅PSL(２,４)≅A５,其中P 是初等 AbelＧ２ 群,且同构于若干个自然模的直和．
致谢:衷心感谢施武杰教授的帮助．
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