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曲率的熵不等式的一种新证明①
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摘要:研究了关于曲率的积分不等式,利用纯分析的方法获得了一个不等式,它的一个直接结果就是曲率的熵不

等式,并且证明了此不等式仅对圆成立．
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几何与分析的结合使两门学科相得益彰．用分析的方法来研究几何不等式已成为几何这门学科的一种

重要手段．正如文献[１]中所述:“一旦几何不等式被赋予了函数的翅膀,它将焕发青春,更具活力”．２００４
年,文献[２]用纯分析的方法证明了仿射微分几何中著名的不等式——— 仿射等周不等式．

仿射等周不等式[２]　 设K 为R２ 中面积为A,仿射周长为Ω 的紧致闭凸集,则

Ω ≤８π２A (１)
等号成立当且仅当K 为椭圆．

文献[２]利用凸集K 的支持函数h,把仿射等周不等式(１)等价地转化为如下分析形式的不等式:

４π２∫
２π

０
h(h＋h″)dθ≥∫

２π

０
(h＋h″)

２
３ dθ( )

３

等号成立当且仅当存在常数a,b＞０(α ∈R),使得

h(θ)＝a b２cos２(θ－α)＋b－２sin２(θ－α)
文献[３]在研究曲率流时,得到了一系列关于曲率积分的等周不等式,这些不等式对人们理解平面曲线流

的演化问题起着重要作用(参见文献[４－５])．虽然文献[３]把得到的不等式叫作等周不等式,并指出这些不

等式对于圆时等号是成立的,但是并没有指出等号成立的时候一定为圆．本文将从纯分析的角度对文献[３]
得到的曲率的熵不等式给出一种全新的证明,并且此不等式当且仅当对圆时才能取得等号．

１　 预备知识

在平面R２ 中凸集K 的支持函数定义为:任意选取坐标系xOy,自原点O 引射线OP,作垂直于OP 且

与凸集K 相交的任一直线G(p,θ),集合{p}的上确界记为h,即

h＝sup{p:G(p,θ)∩C ≠Ø}
　　 由支持函数的定义可知,h(θ)为θ 的单值函数且以２π为周期．设K 为平面上的闭凸区域,则其边界

周长L 与面积A 可表示为(参见文献[６－１０]):

L＝∫
２π

０
(h＋h″)dθ＝∫

２π

０
hdθ (２)
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A＝
１
２∫

２π

０
h(h＋h″)dθ (３)

　　 若记平面上闭凸区域K 的边界曲线为∂K,则∂K 的曲率半径为ρ＝h＋h″＞０,且其弧长微元为ds＝

(h＋h″)dθ,∂K 的相对曲率为k＝
１

h＋h″
(参见文献[７])．

众所周知,闭凸区域K 的边界曲线∂K 的曲率半径为常数当且仅当∂K 为圆,即当且仅当存在常数c＞０,
使得ρ＝h＋h″＝c时∂K 为圆．根据二阶微分方程的解可知,当且仅当存在常数a,b,c,使得h(θ)＝
acosθ＋bsinθ＋c时∂K 为圆．

２　 曲率的熵不等式

下面的引理１为仿射微分几何中著名的仿射等周不等式(１)的分析形式,对我们证明本文的结论起着

重要的作用．
引理１[２]　 设K 为R２ 中边界光滑的紧致闭凸区域,其支持函数为h(即h是一个以２π为周期的C２ 函

数,且满足h ＞０,h＋h″＞０),则

４π２∫
２π

０
h(h＋h″)dθ≥∫

２π

０
(h＋h″)

２
３dθ( )

３
(４)

等号成立当且仅当存在常数a,b＞０(α ∈R),使得

h(θ)＝a b２cos２(θ－α)＋b－２sin２(θ－α)
即等号成立当且仅当∂K 为椭圆．

定理１　 设K 为R２ 中边界光滑的紧致闭凸区域,其支持函数为h(即h是一个以２π为周期的C２ 函数,
且满足h ＞０,h＋h″＞０),则

πlog
∫
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０
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２π

０
log(h＋h″)dθ (５)

等号成立当且仅当存在常数a,b,c,使得

h(θ)＝acosθ＋bsinθ＋c
即等号成立当且仅当∂K 为圆．

证 　 因为
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令f(t)＝logt,易知f(t)为凹函数,由Jensen不等式可知
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又因f(t)＝logt为(０,＋∞)上的增函数,由引理１的(４)式可知
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由(６),(７),(８)式可知(５)式成立．
下面我们来证明等号成立的情形．根据前面的证明过程可知,当且仅当(７),(８)式同时取得等号时(５)

式才能取得等号．事实上,由于f(t)为严格凹函数,因此当且仅当h＋h″为常数时(７)式为等号,即当且仅

当存在常数a,b,c,使得h(θ)＝acosθ＋bsinθ＋c时(７)式取等号．又因当h(θ)＝acosθ＋bsinθ＋c时,
易知(８)式可以取得等号(圆可以看成焦点重合了的椭圆)．因此(５)式等号成立当且仅当(７)式取等号,即

存在常数a,b,c,使得h(θ)＝acosθ＋bsinθ＋c．
定理２(曲率的熵不等式)　 设K 为R２ 中边界光滑的紧致闭凸区域,则K 的面积A,以及边界曲线∂K

的相对曲率k满足不等式
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等号成立当且仅当∂K 为圆．

证 　 因为k＝
１

h＋h″
,ds＝(h＋h″)dθ,则

∫∂K
klog(k)ds＝－∫

２π

０
log(h＋h″)dθ

而由(３)式可知
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∫
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结合不等式(５)可知(９)式成立,故定理２得证．
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Abstract:Inthispaper,westudyanintegralinequalityforcurvature．Withpurelyanalyticproof,anineＧ
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