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多维项目反应理论二级评分模型的参数估计①
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摘要:利用 DSY算法开发了多维二级评分模型的参数估计程序,推广了该类评分模型的参数估计方法,比较了

MCMC和 DSY算法,说明了 DSY算法能有效估计该类型评分模型的参数,提出了一些有待研究的问题．
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在一定假设之下,根据多维项目反应理论(multidimensionalitemresponsetheory,MIRT)用一个数学

函数去刻画被试在项目上可观察的作答表现与其不可观察的特质水平之间的函数关系,这就是多维项

目反应模型[１]．其中,正态累积形式和逻辑斯蒂形式的多维二级评分模型应用最为广泛．现有的多维二

级评分模型参数估计程序都存在一定局限性．而在我国,多维二级评分模型的参数估计程序不够完善．
除了我国 MIRT的发展相对滞后以外,缺少一种有效的算法也是一个重要原因．为此,本文试图给出一

种更为简便快捷的算法—DSY算法[２]来估计 MIRT模型的参数,期望本研究能对国内 MIRT的发展起

到一定推动作用．

１　 模拟研究

为简便计算,本文仅讨论三参数逻辑斯蒂形式的多维二级评分模型的参数估计．假设被试的潜在特质

为二维,取猜测系数０􀆰２５．对于被试的潜在特质多于二维的情形本研究仍然适用．采用蒙特卡洛(Monte
Carlo,MC)模拟得到实验数据．具体做法如下:

１)随机产生各参数的真值．被试总数和项目总数分别记为N,m．第i个被试的能力参数为θi,两个分

量分别为θi１,θi２(i＝１,􀆺,n)．按照各参数的产生背景、意义及国内外研究者的使用共识来确定各参数候选

值的分布[３]．从二维正态分布N(０,Σ)中随机产生N 对随机数作为被试的能力真值,其中:

０＝(０,０),Σ＝
１ ０􀆰４

０􀆰４ １
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

由于能力参数相关系数可以取０到１之间的任意实数,在此不妨取为０􀆰４．第a(k),b(k)个项目的区分度参数

记为N(a(k),０􀆰２),由于N(a(k),０􀆰２)非负,不妨设其分量a(k)分别从对数标准正态分布N(０,０􀆰５)中随

机产生,并且假设a(k) 相互独立;第j个项目截距参数记为dj,不妨设其从分布U(－１,１)中随机产生．
２)计算得分概率．第i个被试在第j个项目得１分的概率记为pij,即

pij ＝cj ＋(１－cj)
１

１＋e－(aj１θi１＋aj２θi２＋dj)

　　３)生成反应矩阵．从均匀分布(k＝０,１,２,􀆺,n)中随机产生一个随机数u．如果u ≤pij,则将该被试
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在项目a,b上的作答记为１分;否则,记为０分,即

Xij ＝
１ u ≤pij

０ u ＞pij
{

由此得到被试在项目上的反应得分矩阵X＝(Xij)N×m．

４)误差判断指标．设X＝(x１,x２,􀆺,xm),以平均绝对离差abse(X)＝
１
m∑

m

i＝１
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∧
i|为误差大

小的指标,其中:xi 为参数真值,x
∧
i 为参数估计值．记abse(θ１),abse(θ２)分别表示N 个被试第一、二个

能力维度的平均绝对离差,abse(a１),abse(a２),abse(d)分别表示m 个项目a中a１,a２ 和类别截距参数的

平均绝对离差．
为保证结果的准确,每个研究结果都是取１０次重复结果的平均值作为最后的估计值．

１􀆰１　 已知项目参数估计能力参数

设Xij 表示第i个被试在第j个项目上的反应得分(j＝１,２,􀆺,m),项目参数已知．根据被试在测验项

目集上的反应得似然函数
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对(１)式两边取对数,得
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用DSY算法求θi 的极大似然估计的操作过程如下:

① 给定θi１,θi２(i＝１,􀆺,N)的初值:θ(k)
i１ ＝０,θ(k)

i２ ＝０．
② 从分布N(θ(k)

i１ ,０􀆰２)中随机产生θ(k)
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④ 重复步骤 ②,③,产生θ(k)

i１ ,θ(k)
i２ 的一个迭代点列:θ(０)

i１ ,θ(０)
i２ ,θ(１)
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０,１,２,􀆺,n;迭代次数n取５００;取最后一对估计值(θ(n)
i１ ,θ(n)

i２ )作为未知参数θi１,θi２(i＝１,􀆺,N)的估计值．
重复N 次,就得到N 个被试的能力参数估计误差．

取被试数N ＝１０００,项目数分别取１００,２００,５００,利用DSY算法可求出所有被试能力参数的估计值,
估计误差见表１．

表１　 能力参数估计误差

m abse(θ１) abse(θ２)

１００ ０􀆰４４２９ ０􀆰４７９１
２００ ０􀆰３２６７ ０􀆰３３３２
５００ ０􀆰２００４ ０􀆰２１２４

　　 由表１可知,随着项目数的增大,被试能力参数的估计精度也随之提高．这与极大似然估计的相合性

是相符的．
１􀆰２　 已知能力参数估计项目参数

在已知能力参数估计项目参数时,似然函数为

L＝∏
N

i＝１
pXij

ij (１－pij)１－Xij (２)

对(２)式两边取对数,得
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设项目数m 取１００,被试数N 分别取６００,１０００,２０００,利用DSY算法可得到结果如表２．
表２　 项目参数估计误差

N abse(a１) abse(a２) abse(d)

６００ ０􀆰１４５１ ０􀆰１３７４ ０􀆰１１９７
１０００ ０􀆰１１３１ ０􀆰１１４１ ０􀆰０９１１
２０００ ０􀆰０８０３ ０􀆰０９２３ ０􀆰０６１０

　　 由表２看到,随着被试样本容量的增大,项目参数估计精度也随之提高,当被试样本容量为２０００时,
所有参数的平均绝对离差均小于０􀆰１．
１􀆰３　 项目参数和能力参数的同时估计

如果能力参数和项目参数都未知,需要同时对能力和项目参数进行估计,在这种情况下可采用两阶段

似然估计法估计项目参数与能力参数,具体操作过程如下:

① 设被试i 在测验中的得分 Xi ＝ ∑
m

j＝１
Xij,则 N 个被试的平均分 􀭿X ＝

１
N∑

N

i＝１
Xi,标准差 S ＝

∑
N

i＝１

(Xi－􀭿X)２

N
,将X 标准化,得被试i在测验中的Z 分数Zi＝

Xi－􀭿X
S ．

② 设第i个被试的能力初值为θi＝(Zi,Zi)(i＝１,􀆺,N),利用１􀆰２节讨论的方法估计项目参数．
③ 将估计得到的项目参数作为已知,利用１􀆰１节讨论的方法重新估计能力参数．
④ 将估计得到的能力参数标准化,重新估计项目参数．
⑤ 重复 ③,④,直到参数估计值不再改变为止．
通常执行完 ①,②,③,④ 步骤后,再重复 ③,④ 步骤５次,就可以得到较为理想的能力参数和项目参数

的估计值．迭代的次数越多,估计精度也就越高,同时耗时也较长．
表３是项目参数与能力参数同时估计的计算结果．

表３　 同时估计时各参数估计误差

(N,m) abse(a１) abse(a２) abse(d) abse(θ１) abse(θ１) 计算时间/s
(２０００,２００) ０􀆰４１７４ ０􀆰３７０１ ０􀆰２８４６ ０􀆰４６０４ ０􀆰４６３４ ８４２５􀆰７２９９
(３０００,３００) ０􀆰１７６６ ０􀆰１５３６ ０􀆰１４７４ ０􀆰２５７９ ０􀆰２６１２ １８５３８􀆰４１５９
(５０００,５００) ０􀆰１１９０ ０􀆰１１００ ０􀆰０９４５ ０􀆰２０２０ ０􀆰２１０２ ５３０６７􀆰８１１８

　　表３表明,随着项目数和被试数的同时增大,估计误差均随之减小,估计精度提高,这符合对估计方法

的一般要求．

２　DSY算法与 MCMC算法的比较研究

在二维条件下,以已知能力参数估计项目参数为例说明．设初值从对数标准正态分布中随机产生．取链

长为１５０００,取第５０００次到１５０００次的平均值作为参数估计值[５],m＝１００．MCMC算法[４]与 DSY算法

的比较结果见表４．
表４　MCMC算法与DSY算法的比较研究结果

被试数 N 算法 abse(a１) abse(a２) abse(d) 运算时间/s

２００ MCMC ０􀆰５５１１ ０􀆰５２７８ ０􀆰２０７３ １４５５􀆰８７１２
DSY ０􀆰４９１０ ０􀆰４７４９ ０􀆰２７１９ ４８􀆰７６８１

５００ MCMC ０􀆰３１２６ ０􀆰３１９１ ０􀆰１５６５ ２８８７􀆰２０４９
DSY ０􀆰２９７６ ０􀆰２７９４ ０􀆰１４４５ １３３􀆰１６９１

１０００ MCMC ０􀆰２３６６ ０􀆰２２２７ ０􀆰１００３ ５６０３􀆰１９７８
DSY ０􀆰１９９５ ０􀆰１９４３ ０􀆰０９３５ ２５６􀆰６１８２
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　　由表４可以看到,随着被试数的增加,２种算法算得所有参数的估计误差都相应地减小．从计算精度上

来看,在小样本条件下２种算法的估计精度大致相当,甚至 MCMC算法会更好,而在大样本条件下 DSY
明显优于 MCMC算法;从计算时间上来看,在同类比较中,MCMC算法计算时间至少是DSY的２０多倍．

当维数增大时,DSY算法在估计参数时依然是非常有效的,只要样本容量足够大,DSY算法对参数估

计的精度都是比较高的,只是程序运行的时间会相应增加．
另外２种参数估计也类似可以得到上述结论．

３　结　论

通过本文探讨可以得到两点结论:第一,DSY 是一种十分可行的算法．DSY 算法比 MCMC算法具有

时间和精度上的优越性;第二,多维二级至多维多级评分模型的参数估计是可以很好实现的．
MIRT的发展对指导心理测验的编制及开发具有重要意义．但是,要对 MIRT的参数进行精确、有效

的估计,还有很多问题需要解决,比如正态累积形式和逻辑斯蒂形式的多维项目反应模型有一共同的缺

点:其具有的补偿性特点与实际情况有时不太相符．所以,如何改进模型,这也是下一步要研究的内容．
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modelsfordichotomousdataisdevelopedwiththeDSYalgorithm,theparameterestimationmethodsof
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