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考虑潜伏期和免疫时滞的

HIV模型的动力学分析①

彭　霞,　刘贤宁

西南大学 数学与统计学院,重庆４００７１５

摘要:研究了带有潜伏期与免疫时滞的 HIV传染病模型,通过构造 Lyapunov函数证明了该模型无病平衡点及无

免疫平衡点的全局稳定性以及在正平衡点处出现 Hopf分支．
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HIV病毒进入宿主细胞后,需要借助宿主细胞提供的能量、原料和场所来合成自身增值所需原材料．
从病毒进入宿主细胞到释放新的病毒这段时期被称作“潜伏期”．本文用一个新的变量表示潜伏期的细胞．
这类细胞的一部分能很快进入具有传染性的感染类细胞,而一部分能够回到健康细胞,还有一部分则留在

体内[１]．CTL免疫反应包括感应阶段、活化阶段以及效应阶段．考虑到机体产生CTL免疫反应需要一定的

时间,故模型中引入CTL免疫时滞会更加合理．

１　 模 　 型

文献[２]考虑了一个线性发生率的HIV动力学模型,在其基础上,我们建立了带有潜伏期和CTL免疫

时滞的 HIV传染病模型如下:

dx
dt＝λ－μx－ βxy

(１＋ax)(１＋by)＋δw

dw
dt ＝ βxy

(１＋ax)(１＋by)－(δ＋η＋q)w

dy
dt＝qw－αy－pyz

dz
dt＝ry(t－τ)z(t－τ)－cz

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï

(１)

其中:x(t)和y(t)分别表示健康的CD４＋T细胞和具有传染性的感染细胞浓度,w(t)表示处在潜伏期的感

染细胞浓度,z(t)表示CTL免疫细胞浓度;λ和μ分别表示健康的CD４＋ T细胞的产生率和死亡率,β表示

感染率,δ表示潜伏期感染细胞回到健康细胞的概率,q和η分别表示潜伏期感染细胞进入传染性感染细胞

的概率和潜伏期感染细胞的死亡率,α表示传染性感染细胞的死亡率,p 表示CTL清除传染性感染细胞的
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速率,r表示CTL免疫反应的产生率,c表示CTL免疫细胞的死亡率．模型中采用CrowleyＧMartin发生率

βxy
(１＋ax)(１＋by)

[３]

,其中β是接触感染率．注意到当a＞０,b＝０时,该发生率退化为 HollingⅡ 型功能

反应[４]．当a＝０,b＞０时,该发生率是一个饱和发生率[５]．当a＝０,b＝０时,该发生率退化为一个简单的

双线性发生率．因此CrowleyＧMartin发生率已被广泛地应用到 HIV传染病模型中．
为了研究系统(１),我们定义一个非负连续的 Banach空间 C＝C([－τ,０],R＋)．对任意的φ ∈ C,

‖φ‖＝ sup
－τ≤θ≤０

|φ|．系统(１)的初始条件为:

x(θ)≥０,w(θ)≥０,y(θ)≥０,z(θ)≥０,θ∈ [－τ,０]

x(０)＞０,w(０)＞０,y(０)＞０,z(０)＞０
　　 命题１　 在满足初始条件的情况下,系统(１)的解对于所有t＞０是非负的,且最终有界．
　　 证 　 首先,我们证明对所有的t＞０,有x(t)＞０．利用反证法,令t１ ＞０是第一个使得x(t１)＝０的

时间,将t１ 代入系统(１)的第一个方程,得x′(t１)＝λ ＞０,并且对于充分小的ε,当t∈ (t１－ε,t１),有

x(t)＜０,与x(t)＞０,t∈ (０,t１]矛盾．故对于所有的t＞０,有x(t)＞０．
用同样的方法证明t＞０时,w(t)＞０,y(t)＞０和z(t)＞０．假设存在最小时间t２,使得y(t２)＝０．

将t２ 代入系统(１)的第二个方程,求解得到
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求解系统(１)的第三个方程,得

y′(t２)＝qw(t２)

则y′(t２)＞０,故对于所有的t≥０,有y(t)＞０．类似地,我们可以证明得到对于所有的t＞０,w(t)＞
０且z(t)＞０．

接下来说明对所有的t＞０,系统(１)的解最终有界．令

C＝x＋y＋w＋
p
rz(t＋τ)

沿着系统(１)对t求导

dC
dt＝λ－μx－ηw－αy－

cp
rz(t＋τ)≤λ－mC

其中m＝min{μ,η,α,c}．由比较定理,可得

limsup
t→∞

C ≤
λ
m

故x(t),w(t),y(t),z(t)最终有界得证．

２　 平衡点和基本再生数

由系统(１)容易得到无病平衡点E０＝(x０,０,０,０),x０＝
λ
μ

．通过下一代矩阵法[６],求得系统(１)的基

本再生数

R０＝
λβq

α(λa＋μ)(δ＋η＋q)

引入变量

R∗ ＝ βqx１

α(１＋ax１)(δ＋η＋q)

且R０ ＞R∗ ,不难发现当R∗ ＞１即R０ ＞１时,存在无免疫平衡点

E１＝(x１,w１,y１,０)
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其中
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　　 系统(１)的免疫再生数

R２＝
ry１

c ＝
r
bc

(R∗ －１)

表示一个CTL免疫细胞在其生命周期内被感染细胞刺激产生的CTL免疫细胞数量．如果R２ ＞１,则存在免

疫平衡点

E２＝(x２,w２,y２,v２,z２)

根据系统(１)可得到

x２＝
A２＋ A２

２ －４A１A３

２A１
　　　w２＝

λ－μx２

η＋q
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其中

A１＝aμ(η＋q＋δ)　　　A２＝aλ(η＋q＋δ)－μ(η＋q＋δ)－βy２(η＋q)
(１＋by２)

　　　A３＝－λ(η＋q＋δ)

３　 平衡点的稳定性

我们首先考虑无病平衡点E０ 的全局稳定性,有如下定理:

定理１　 如果R０ ＜１,则无病平衡点E０ 是全局渐近稳定的．
证 　 定义Lyapunov函数V１ 如下
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沿着系统(１)对V１ 求全导数并代入λ＝μx０ 得
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pc(δ＋η＋q)
rq

z

因为２－
x０

x －
x
x０

≤０,R０ ＜１,所以V
􀅰

１ ＜０．显然V１ ≥０,V１＝０当且仅当x＝x０,w＝０,y＝０,z＝０

时成立．由LyapunovＧLaSalle不变集原理[７] 可得:当R０ ＜１时,E０ 是全局渐近稳定的．
接下来考虑无免疫平衡点E１ 的全局稳定性,有如下定理:
定理２　 如果R２ ＜１＜R０,且μx１ ≥δw１,则无免疫平衡点E１ 是全局渐近稳定的．
证 　 定义Lyapunov函数V２ 如下
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其中
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沿着系统(１)对V１ 求全导数并代入λ＝μx１＋H１－δw１ 得
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且R２ ＜１,如果μx１ ≥δw１,则V
􀅰

２ ＜０．显然V２ ≥０,V２＝０当且仅当x＝x１,w＝w１,y＝y１,z＝０时

成立．由LyapunovＧLaSalle不变集原理[７] 可得:当R２ ＜１＜R０ 且μx１ ≥δw１ 时,E１ 是全局渐近稳定的．
最后讨论免疫平衡点E２ 的动力学行为．
首先在正平衡点E２ 处线性化系统(１)
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系统(２)在(０,０,０,０)处的特征方程为:

G(η,τ)＝η４＋T１η３＋T２η２＋T３η＋T４－(L１η３＋L２η２＋L３η＋L４)e－ητ ＝０ (３)

如果我们令m＝ βy２

(１＋by２)(１＋ax２)２
,则其中的

T１＝m＋μ＋δ＋η＋q＋α＋pz２＋c
T２＝m(η＋q)＋μ(δ＋η＋q)＋(m＋μ)(α＋pz２)＋c(m＋μ＋δ＋η＋q＋α＋pz２)

T３＝c[m(η＋q)＋μ(δ＋η＋q)＋(m＋μ)(α＋pz２)]＋m(η＋q)(α＋pz２)

T４＝cm(η＋q)(α＋pz２)

L１＝c,L２＝c(m＋μ＋δ＋η＋q＋α＋pz２)－rpy２z２

L３＝c[m(η＋q)＋μ(δ＋η＋q)＋(m＋μ)(α＋pz２)]－rpy２z２(m＋μ＋δ＋η＋q)

L４＝cm(η＋q)(α＋pz２)－rpy２z２[m(η＋q)＋μ(δ＋η＋q)]

　　 定理３　 当R２ ＞１时,对于τ＝０,免疫平衡点E２ 是局部渐近稳定的．
　　 证 　 当τ＝０时,系统(２)的特征方程为

G(η,０)＝η４＋(T１－L１)η３＋(T２－L２)η２＋(T３－L３)η＋(T４－L４)＝０ (４)
利用 Hurwitz判据[８] 得

H１＝T１－L１＝m＋μ＋δ＋η＋q＋α＋pz２ ＞０
H２＝(T１－L１)(T２－L２)－(T３－L３)＝[μ(δ＋η＋q)＋(m＋μ)(α＋pz２)]

(m＋μ＋δ＋η＋q＋α＋pz２)＋m(η＋q)(m＋μ＋δ＋η＋q)＋rpy２z２(α＋pz２)＞０

H３＝(T１－L１)[(T２－L２)(T３－L３)－(T１－L１)(T４－L４)]－(T３－L３)２＝
A(rpy２z２)２＋Brpy２z２＋C

其中

A＝(α＋pz２)(m＋μ＋δ＋η＋q)＞０
B＝[(m＋μ)２＋m](α＋pz２)(m＋μ＋α＋pz２)＋[(m＋μ)２＋mδ]

δ(α＋pz２)＋m(η＋q)(α＋pz２)－m(η＋q)２(α＋pz２)

C＝m(η＋q)(α＋pz２)(m＋μ＋δ＋η＋q)[m(η＋q)＋μ(δ＋η＋q)(m＋μ)(α＋pz２)]＋
m(η＋q)(α＋pz２)２[μ(δ＋η＋q)＋(m＋μ)(α＋pz２)]＞０

令

D＝m(η＋q)２(α＋pz２),k＝cpy２z２

H３＝f(k)＝Ak２＋Bk＋C,g(k)＝Ak２－Dk＋C
注意到

Δ＝D２－４AC ＜０,g(０)＝C ＞０
所以k＞０时,g(k)＞０．容易验证如果g(k)＞０,则f(k)＞０,所以 H３＝f(k)＞０．

H４＝

E１－L１ E３－L３ ０ ０
１ E２－L２ E４－L４ ０
０ E１－L１ E３－L３ ０
０ １ E２－L２ E４－L４

＝(E４－L４)H３ ＞０

所以方程(４)的所有特征根均具有负实部．故当τ＝０时,系统(１)的免疫平衡点E２ 是局部渐近稳定的．
我们知道当τ＝０时,特征方程(３)的所有特征根都在虚轴左边,只有当特征根穿过虚轴到达虚轴右边

时,E２ 的稳定性才会发生改变．因此考虑τ＝τ＞０时,对应纯虚根η＝iω,并将η＝iω 代入特征方程(３),
分离实部和虚部,可以得到

(L４－L２ω２)cosωτ＋(L３ω－L１ω３)sinωτ＝ω４－T２ω２＋T４ (５)
(L１ω３－L３ω)cosωτ＋(L４－L２ω２)sinωτ＝T１ω３－T３ω (６)
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对(５),(６)式等号左右两边平方再求和

F(ω)＝ω８＋n１ω６＋n２ω４＋n３ω２＋n４＝０ (７)

其中

n１＝T２
１ －２T２－L２

１,n２＝T２
２ ＋２T４－２T１T３＋２L１L３－L２

２

n３＝T２
３ －２T２T４＋２L２L４－L２

３,n４＝T２
４ －L２

４

令ν＝ω２,定义函数

S(ν)＝ν４＋n１ν３＋n２ν２＋n３ν＋n４ (８)

S(ν)的导数为

S′(ν)＝４ν３＋３n１ν２＋２n２ν＋n３

设νk(１≤k≤４)是S(ν)＝０的正实根,则方程(７)有k个正实根ωk ＝ νk ．求解方程(５),(６)可得

τj
k ＝

１
ωk

arccos
A１ω６

k ＋A２ωk
４＋A３ωk

２＋A４

(L４－L２ωk
２)２＋(L３ωk －L１ωk

３)２ ＋２jπ
æ

è
ç

ö

ø
÷ ,１≤k≤４,j＝０,１,２,􀆺

其中

A１＝T１L１－L２,A２＝L４＋T２L２－T１L３－T３L１,A３＝T３L３－T２L４－T４L２,A４＝T４L４

对方程(３)关于τ 求导,再求倒数,整理得

dη
dτ

æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

＝
－(４η３＋３T１η２＋２T２η＋T３)e－ητ

η(L１η３＋L２η２＋L３η＋L４)
＋

３L１η２＋２L２η＋L３

η(L１η３＋L２η２＋L３η＋L４)
－

τ
η

(９)

利用方程(５),(６),计算得到方程(９)的实部

Redη
dτ

æ

è
ç

ö

ø
÷

－１

τ＝τjk

＝
１

ωk[(L４－L２ω２)２＋(L３ω－L１ω３)２]
{(３T１ω２

k －T３)×[(L１ω３
k －L３ωk)cosωkτ＋

(L４－L４ω２
k)sinωkτ]＋(４ω３

k －２T２ωk)×[(L４－L２ω２
k)cosωkτ－(L１ω３

k －
L３ωk)sinωkτ]＋(L３－３L１ω２

k)(L１ω３
k －L３ωk)＋２L２ωk(L４－L２ω２

k)}＝
S′(ν)

(L４－L２ω２)２＋(L３ω－L１ω３)２

容易看出,如果S′(νk)≠０,有

sign[Redη
dτ

æ

è
ç

ö

ø
÷

τ＝τjk

]＝signS′(νk)

利用 Hopf分支理论,我们可以得到如下定理:
定理４　 当R２ ＞１时,假设方程(８)至少存在一个正根ν,则当τ大于τ时,系统(１)在免疫平衡点E２

处存在 Hopf分支,其中

τ＝
１
ωk

arccos
A１ω６

k ＋A２ω４
k ＋A３ω２

k ＋A４

(L４－L２ω２
k)２＋(L３ωk －L１ω３

k)２ ＋２jπ
æ

è
ç

ö

ø
÷

　　 例 　 取参数λ＝１０,μ＝１,β＝０􀆰１,δ＝１,a＝１０－４,b＝１０－４,η＝１,q＝４,p＝０􀆰３,α＝０􀆰４,r＝

０􀆰５,c＝０．９时,计算得R∗ ＝５．由R２＝
r

bc(R∗ －１)
,代入R∗ ,可知R２ ＞１．另计算得免疫平衡点为E２＝

(８􀆰３,０􀆰３４,１􀆰８,２􀆰５２)．将参数和平衡点计算后代入方程(８)可得

ν４＋５２􀆰９６０９ν３＋５１􀆰９０１ν２＋－１５􀆰４４４６ν－１３􀆰２４８９＝０ (１０)

方程(１０)只有一个正根ν＝０􀆰５１６６,其他根均具有负实部．因此ω＝ν＝０􀆰７１８７,容易得到τ＝０􀆰７３０５,

故定理４满足．

４　 结 　 论

本文建立了一个具有潜伏期和CTL免疫时滞的 HIV感染模型,通过构造Lyapunov函数得到无病平
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衡点E０ 和无免疫平衡点E１ 的全局稳定性,证明了CTL免疫时滞的变化能够改变正平衡点E２ 的稳定性,
导致 Hopf分支的发生．我们猜想定理(２)中μx１ ≥δw１ 是一个技术条件,能够被消除,今后可以进一步

研究E１ 的全局渐近稳定的充要条件．另外对于方程(８)根的个数本文中没有给出具体的讨论,今后可以

进一步研究．
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DynamicsAnalysisofanHIVInfectionModelIncludingan
EclipseStageofInfectedCellsandCTLImmuneResponse

PENG　Xia,　LIUXianＧning
SchoolofMathematicsandStatistics,SouthwestUniversity,Chongqing４００７１５,China

Abstract:Inthispaper,weconstructanHIVmodelincludinginfectedcellsinaneclipsestageandimmune
delay．ByconstructingLyapunovfunction,weprovetheglobalstabilityofthediseaseＧfreeequilibriumand
theimmuneequilibrium．WealsoprovetheexistenceofaHopfbifurcationatthepositiveequilibrium．
Keywords:Lyapunovfunction;Hopfbifurcation;globallystable;CTLimmunedelay
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