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一类恒化器时滞模型的性态分析①

唐晓勇,　刘贤宁

西南大学 数学与统计学院,重庆４００７１５

摘要:研究了一类带时滞的恒化器模型,将经典恒化器模型中的微生物营养吸收的功能反应函数一般化．首先利用

微分方程的基本理论证明了模型的解的正性和有界性,其次给出了系统的基本再生数以及平衡点存在的条件,再

利用特征根方法确定了平衡点的局部渐近稳定性的条件,最后通过构造 Lyapunov函数得出了细菌灭绝平衡点和无

感染平衡点处的全局渐近稳定性．
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恒化器是一种微生物连续培养器．它以恒定的速度流入营养液,从而使容器中的微生物生长繁殖速度

始终保持在最快生长速度附近．

１　 模型及其分析

文献[１]提出了一个描述营养、细菌和噬菌体增长的带时滞恒化器模型:

dR(t)
dt ＝D(R０－R(t))－f(R(t))S(t)

dS(t)
dt ＝f(R(t))S(t)－DS(t)－kS(t)P(t)

dI(t)
dt ＝kS(t)P(t)－DI(t)－e－DτkS(t－τ)P(t－τ)

dP(t)
dt ＝－DP(t)－kS(t)P(t)＋be－DτkS(t－τ)P(t－τ)
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其中:R(t)表示支持细菌生长的营养物质,S(t)表示未被噬菌体感染的细菌,I(t)表示已被感染的细菌,

P(t)表示噬菌体,R０ 表示注入恒化器的营养液浓度,D 表示恒化器中的稀释率,b表示一个细菌在生命周

期内释放b个噬菌体,f(R(t))表示细菌在营养物质水平R(t)下的一般生长率．一般而言,f(R(t))取特

殊的 Monod形式:

f(R)＝
mR

a＋R　　　m,a ＞０

我们考虑到在实际情况下,细菌的生长消耗的营养液速率与营养液的浓度函数f(R(t))和细菌的个体数目

S(t)并不是成简单的双线性关系,因此,用一般函数f(R(t),S(t))来替换文献[１]中的f(R(t))S(t)项,
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使得模型更加贴近实际,更具有一般性．新模型如下:

dR(t)
dt ＝D(R０－R(t))－f(R(t),S(t))

dS(t)
dt ＝f(R(t),S(t))－DS(t)－kS(t)P(t)

dI(t)
dt ＝kS(t)P(t)－DI(t)－e－DτkS(t－τ)P(t－τ)

dP(t)
dt ＝－DP(t)－kS(t)P(t)＋be－DτkS(t－τ)P(t－τ)
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(２)

其中:R(t),S(t),I(t),P(t),R０,D,b 意义与系统(１)相同,f(R(t),S(t))表示细菌在营养物质水平

R(t)和细菌个数S(t)下的一般生长率．借鉴文献[２]中的处理方式,利用变量I(t)独立于其它３个方程,
可以把(２)式简化为研究以下方程组:

dR(t)
dt ＝D(R０－R(t))－f(R(t),S(t))

dS(t)
dt ＝f(R(t),S(t))－DS(t)－kS(t)P(t)

dP(t)
dt ＝－DP(t)－kS(t)P(t)＋be－DτkS(t－τ)P(t－τ)

ì
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(３)

系统(３)满足的初始条件为:

S(θ)≥０,P(θ)≥０,θ∈ [－τ,０],R(０)≥０
此外,根据功能反应函数的生物意义,我们对f(R(t),S(t))假设如下:

f(R(t),S(t))≥０有界,特别的,f(０,S(t))＝f(R(t),０)＝０．
f(R(t),S(t))偏导连续可微,且

Əf(R(t),S(t))
ƏR ＞０,Əf(R(t),S(t))

ƏS ＞０,Əf(R(t),S(t))
ƏS ＜

f(R(t),S(t))
S(t)

其中
Əf(R０,０)

ƏR ＝０,Əf
(R０,０)
ƏS ＞０．

１１　 解的正性和有界性

命题１　 若初始值都是非负的,则系统(３)的解对于t＞０都是非负的．

证 　 首先证明当t≥０时,R(t)＞０．假设当t∈ [０,t１)时,有R(t)＞０且存在R(t１)＝０．则R

(t１)＝

DR０ ＞０,所以对于充分小的ε＞０,可得当t∈ (t１－ε,t１)时有R(t)＜０,与假设矛盾．因而可知假设错误,
所以对于t≥０,R(t)在解的存在区间都是非负的．

相应的,可以通过求解方程组(３)的第二个等式证明当t＞０时,S(t)＞０．下证当t＞０时,P(t)＞

０．若P(０)＝０,则P

(０)＝be－DτkS(－τ)P(－τ)≥０．因此,对于任意给定的P(t)≥０,存在t＞０,使得

当t∈ (０,t)时,有P(t)＞０．假设存在t２＝inf{t＞０:P(t)＜０},则P(t２)＝０,P

(t２)≤０．令t＝t２,

由系统(３)的第３个方程可得P

(t２)＝be－DτkS(t２－τ)P(t２－τ)＞０,与假设矛盾,所以假设错误．因此当

t＞０时,P(t)＞０．得证．
命题２　 具有非负初值的系统(３)的解是有界的．
证 　 不妨令

L(t)＝R(t)＋S(t)＋∫
t

t－τ
ke－D(t－η)

S(η)P(η)dη＋
１
bP(t)

沿着系统(２)的轨线求导可知:

L

(t)＝D(R(０)－L(t))－

k
bS(t)P(t)≤D(R(０)－L(t))
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L(t)≤L(０)e－Dt＋R０(１－e－Dt),limsup
t→＋∞

L(t)≤R(０)

所以,我们可以得到系统(２)与其子系统(３)的非负解的存在区间都是[０,＋∞),并且都是有界的．得证．
１２　 平衡点及基本再生数

系统(３)最多存在３个平衡点,分别为细菌灭绝平衡点E０(R０,０,０),无感染平衡点E１(R１,S１,０),

正平衡点E＋ (R＋,S＋,P＋),其中,E１(R１,S１,０)满足

D(R０－R１)－f(R１,S１)＝０

f(R１,S１)－DS１＝０{ (４)

即

R１＝R０－S１　　　f(R１,S１)＝DS１

　　 显然要证明平衡点E１(R１,S１,０)的存在唯一性,只须对应的方程F(S)＝f(R０－S,S)－DS＝０在

[０,R０]上有唯一的正根S１．因为

F(０)＝０　　　F(R０)＝－DR０ ＜０
则当

ƏF(０)
ƏS ＝

Əf(R０,０)
ƏS －D ＞０

时,必有正根S１ ∈ [０,R０]．又

ƏF(S１)
ƏS ＝－

Əf(R１,S１)
ƏR ＋

Əf(R１,S１)
ƏS －D＝

－
Əf(R１,S１)

ƏR ＋
Əf(R１,S１)

ƏS －
f(R１,S１)

S１
＜－

Əf(R１,S１)
ƏR ＜０

因此正根S１ ∈ [０,R０]唯一,即平衡点E１(R１,S１,０)存在并且唯一．
E＋ (R＋,S＋,P＋)满足

D(R０－R＋)＝f(R＋,S＋)

f(R＋,S＋)＝DS＋＋kS＋P＋

kbe－DτS＋P＋＝DP＋＋kS＋P＋

ì
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ï

(５)

即

S＋＝
D

k(be－Dτ －１)
　　　S＋＝

D(R０－R＋)
D＋kP＋

　　　f(R＋,S＋)＝D(R０－R＋)

对于基本再生数,我们根据下一代矩阵的概念以及求法求解到本文的基本再生数R∗ 满足

R∗ ＝
be－DτkS１

D＋kS１
(６)

下证当R∗ ＞１时,平衡点E＋ (R＋,S＋,P＋)的存在唯一性,即证明０≤R＋≤R０ 存在且唯一．令函数

h(R)＝f(R,S＋)－D(R０ －R),因为h(０)＝－DR０ ＜０且h(R０)＝f(R０,S＋)＞０,又

Əh(R)
ƏR ＝

Əf(R＋,S＋)
ƏR ＋D ＞０

所以存在唯一的正根R＋∈ [０,R０],即当R∗ ＞１时,平衡点E＋ (R＋,S＋,P＋)存在并且唯一．
通过分析(４),(５)正解的存在唯一性,我们得到如下的定理:
定理１　 对于系统(３),我们有:

１)当
Əf(R０,０)

ƏS －D ＜０时,系统仅有一个细菌灭绝平衡点E０(R０,０,０)．

２)当
Əf(R０,０)

ƏS －D ＞０,R∗ ＜１时,系统仅有２个平衡点:细菌灭绝平衡点E０(R０,０,０)与无感

染平衡点E１(R１,S１,０)．
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３)当
Əf(R０,０)

ƏS －D ＞０,R∗ ＞１时,系统仅有３个平衡点:细菌灭绝平衡点E０(R０,０,０)、无感染

平衡点E１(R１,S１,０)和正平衡点E＋ (R＋,S＋,P＋)．
１３　 平衡点的局部稳定性

我们利用文献[３]中提供的含时滞的平衡点的局部稳定性的判断方法,分别在平衡点E０,E１,E＋ 处进

行线性化处理．其线性化系统可写成:

dx
dt＝Ax(t)＋Bx(t－τ)

其中

x(t)＝(R(t),S(t),P(t))′

　　 定理２　 当
Əf(R０,０)

ƏS －D ＜０时,细菌灭绝平衡点E０ 局部渐近稳定．

　　 证 　 在E０ 处

A＝

－D
Əf(R０,０)

ƏS ０

０ －D＋
Əf(R０,０)

ƏS ０

０ ０ －D

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

B＝０,对应的特征方程为

(λ＋D)２ λ＋D－
Əf(R０,０)

ƏS
æ

è
ç

ö

ø
÷＝０ (７)

明显的,特征方程有３个特征根λ１＝－D ＜０(二重),λ３＝
Əf(R０,０)

ƏS －D ＜０,平衡点E０ 局部渐近稳定．

定理３　 当
Əf(R０,０)

ƏS －D ＞０,R∗ ＜１时,平衡点E１ 局部渐近稳定．

证 　 在E１ 处

A＝

－D－
Əf(R１,S１)

ƏR －
Əf(R１,S１)

ƏS ０

Əf(R１,S１)
ƏR －D＋

Əf(R１,S１)
ƏS －kS１

０ ０ －D－kS１

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

B＝

０ ０ ０
０ ０ ０

０ ０ bke－DτS１

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

对应的特征方程为

(λ＋D)λ＋D＋
Əf(R１,S１)

ƏR －
Əf(R１,S１)

ƏS
æ

è
ç

ö

ø
÷ (λ＋D＋kS１－bke－(λ＋D)τS１)＝０ (８)

明显的,特征方程有３个特征根λ１＝ －D ＜０,λ２＝ －D－
Əf(R１,S１)

ƏR ＋
Əf(R１,S１)

ƏS ＜０,λ３ 满足方程

g(λ)＝λ＋D＋kS１－bke
(λ＋D)τS１＝０

下证λ３ ＜０．因为

R∗ ＜１,g(０)＝D＋kS１－bkeDτS１ ＞０,g′(λ)＝１＋τbke
(λ＋D)τS１ ＞０

又g(λ３)＝０,所以λ３ ＜０．平衡点E１ 局部渐近稳定．
定理４　１)当τ ∈ (０,τ１)∪ (τ２,τ３)∪ (τ４,τ５) 时,平衡点E＋ 局部渐近稳定．
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２)当τ ∈ (τ１,τ２)∪ (τ３,τ４)∪ (τ５,τ６) 时,平衡点E＋ 局部不稳定．
证 　 在E＋ 处

A＝

－D－
Əf(R＋,S＋)

ƏR －
Əf(R＋,S＋)

ƏS ０

Əf(R＋,S＋)
ƏR －D＋

Əf(R＋,S＋)
ƏS －kP＋ －kS＋

０ －kP＋ －D－kS＋

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷

B＝

０ ０ ０
０ ０ ０

０ bke－DτP＋ bke－DτS＋

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷

对应的特征方程为

０＝(λ＋D)(λ＋D)２＋(λ＋D)Əf(R＋,S＋)
ƏR －

Əf(R＋,S＋)
ƏS ＋k(１－be－(λ＋D)τ)S＋ ＋kP＋

æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç ＋

Əf(R＋,S＋)
ƏR kP＋＋

Əf(R＋,S＋)
ƏR －

Əf(R＋,S＋)
ƏS

æ

è
ç

ö

ø
÷k(１－be－(λ＋D)τ)S＋

ö

ø
÷

明显的,特征方程有３个特征根λ１＝－D ＜０,另外的２个特征根λ２,λ３ 满足

０＝(λ＋D)２＋(λ＋D)Əf(R＋,S＋)
ƏR －

Əf(R＋,S＋)
ƏS ＋k(１－be－(λ＋D)τ)S＋ ＋kP＋

æ

è
ç

ö

ø
÷＋

Əf(R＋,S＋)
ƏR kP＋＋

Əf(R＋,S＋)
ƏR －

Əf(R＋,S＋)
ƏS

æ

è
ç

ö

ø
÷k(１－be－(λ＋D)τ)S＋

简化得

λ２＋mλ＋n－bkS＋ (λ＋q)e－(D＋λ)τ ＝０ (９)

其中

m＝２D＋
Əf(R＋,S＋)

ƏR －
Əf(R＋,S＋)

ƏS ＋k(S＋＋P＋)

n＝D２＋
Əf(R＋,S＋)

ƏR ＋
Əf(R＋,S＋)

ƏS
æ

è
ç

ö

ø
÷kS＋＋

Əf(R＋,S＋)
ƏR kP＋＋

D Əf(R＋,S＋)
ƏR －

Əf(R＋,S＋)
ƏS ＋k(S＋＋P＋)æ

è
ç

ö

ø
÷

q＝D＋
Əf(R＋,S＋)

ƏR －
Əf(R＋,S＋)

ƏS
现分析上式的局部性态如下:

１)当τ＝０时,

λ２＋(m－bkS＋)λ＋n－bk＋q＝０ (１０)

　　① m －bkS＋＝ ２D ＋
Əf(R＋,S＋)

ƏR －
Əf(R＋,S＋)

ƏS ＋k(S＋＋P＋ )－bkS＋＝ ２D ＋
Əf(R＋,S＋)

ƏR －

Əf(R＋,S＋)
ƏS ＋k(S＋＋P＋)－(D＋kS＋)＝ －D＋

Əf(R＋,S＋)
ƏR －

Əf(R＋,S＋)
ƏS ＋k(S＋＋P＋)－bkS＋＝D＋

Əf(R＋,S＋)
ƏR －

Əf(R＋,S＋)
ƏS ＋kP＋＝

Əf(R＋,S＋)
ƏR －

Əf(R＋,S＋)
ƏS ＋

f(R＋,S＋)
S＋

＞
Əf(R＋,S＋)

ƏR ＞０．

② n － bkS＋ q ＝ D２ ＋
Əf(R＋,S＋)

ƏR ＋
Əf(R＋,S＋)

ƏS
æ

è
ç

ö

ø
÷k S＋＋

Əf(R＋,S＋)
ƏR k P＋＋

D Əf(R＋,S＋)
ƏR －

Əf(R＋,S＋)
ƏS ＋k(S＋＋P＋)æ

è
ç

ö

ø
÷－bkS＋q＝D２ ＋

Əf(R＋,S＋)
ƏR ＋

Əf(R＋,S＋)
ƏS

æ

è
ç

ö

ø
÷kS＋＋
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Əf(R＋,S＋)
ƏR kP＋＋D Əf(R＋,S＋)

ƏR －
Əf(R＋,S＋)

ƏS
æ

è
ç

ö

ø
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由此可知方程(１０)对应的两个根都具有负实部,即当τ＝０时,E＋ 局部渐进稳定．

２)当τ ＞０时,因为n－bkS＋qe－Dτ ＞n－bkS＋q＞０,所以λ ≠０,即方程无零根．
我们令λ＝iw,带入方程(１０),并且分离实部与虚部可知

eDτ(n－w２)＝bkS＋ (qcos(－wτ)－wsin(－wτ))

eDτmw＝bkS＋ (qsin(－wτ)－wcos(－wτ))

两边平方作和得

e２Dτ((n－w２)２＋(mw)２)＝(bkS＋)２(q２＋w２)

化简得

F(w)＝w４＋(m２－２n－(bkS＋e－Dτ)２)w２＋n２－(qbkS＋e－Dτ)２＝０ (１１)

这里我们利用文献[４]中提供的分析方程特征根的方法．为了能更好地对应文献中的结论,不妨设a(τ)＝
m,b(τ)＝－bkS＋e－Dτ,c(τ)＝n,d(τ)＝－bkS＋qe－Dτ,又w 与τ 有关,则

F(w)＝F(τ)＝w４－(b２＋２c－a２)w２＋n２＋c２－d２＝０ (１２)

其中Δ＝(b２＋２c－a２)２－４(c２－d２)．所以方程的根w＋
２,w－

２ 满足

w＋
２＝

１
２

[(b２＋２c－a２)＋Δ
１
２ ]　　　w－

２＝
１
２

[(b２＋２c－a２)－Δ
１
２ ] (１３)

这样,我们就能利用文献[４]中的方法求得:

sin(θ(τ))＝ －(c－w２)wb＋wab
w２b２＋d２ 　　　cos(θ(τ))＝－

(c－w２)wb＋wab
w２b２＋d２

(１４)

且数列Sn(τ)满足:

Sn(τ)＝τ－
θ(τ)＋２nπ

w
(１５)

通过求解Sn(τ)＝０,就可以找到对应的分支点处的τi(i＝１,２,３,,n)的取值,并利用

sign
dReλ(τi)

dτ{ }＝sign±Δ
１
２

{ }sign
dSn(τi)

dτ{ } (１６)

确定分支点的类型:当sign
dReλ(τi)

dτ{ } ＞０ 时,方程对应的根的实部由负到正,为不稳定分支点;当

sign
dReλ(τi)

dτ{ } ＜０时,方程对应的根的实部由正到负,为稳定分支点．利用文献[４]的结论可知:不稳定

分支点和稳定分支点交替出现,即τ２n＋１ 为不稳定分支点,τ２n 为稳定分支点,其中n ∈N∗ ．
１４　 平衡点的全局稳定性

定理５　 当

Əf(R(t),０)
ƏS ＞

f(R(t),S(t))
S(t) ,


Əf(R０,０)

ƏS －D ＜０,

时,平衡点E０ 全局渐近稳定．
证 　 在E０ 处建立Lyapunov函数如下:

V(t)＝R(t)－R０－∫
R

R０
lim

S(t)→０＋

f(R０,S(t))
f(ξ,S(t))dξ＋S(t)＋
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∫
t

t－τ
ke－D(t－η)

S(η)P(η)dη＋P(t)

沿着系统(３)轨线求导化简可知:
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则有dV(t)
dt ＜０,平衡点E０ 全局渐近稳定．

定理６　 当
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Əf(R０,０)

ƏS －D ＞０,

时,平衡点E１ 全局渐近稳定．
证 　 在E１ 处,建立Lyapunov函数如下:
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R
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沿着系统(３)轨线求导:

dV(t)
dt ＝ １－

f(R１,S１)
f(R(t),S１)

æ

è
ç

ö

ø
÷ (D(R０－R(t))－f(R(t),S(t)))＋

１－
S１

S(t)
æ

è
ç

ö

ø
÷ (f(R(t),S(t))－DS(t)－kS(t)P(t))＋

D＋kS１

D
(kS(t)P(t)－D∫

t

t－τ
ke－D(t－η)

S(η)P(η)dη－e－DτkS(t－τ)P(t－τ))＋

D＋kS１

bD
(－DP(t)－kS(t)P(t)＋e－DτkbS(t－τ)P(t－τ))

代入平衡点条件S１＝R０－R１,f(R１,S１)＝DS１．化简可知
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由于Əf(R,S)
ƏR ＞０,又基本再生数R∗ ＝

be－DτkS１

D＋kS１
＜１时显然有kbS１－D－kS１ ＜０,再利用函数g(x)＝

１－x＋lnx ≤０,x ＞０可知只需满足

０＜S(t)≤S１,
S(t)
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≤
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S(t)≥S１,
S(t)
S１

≥
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则有dV(t)
dt ＜０,平衡点E１ 全局渐近稳定．

２　 结 　 论

本文研究了一类含时滞的恒化器模型,分析了３个平衡点存在的条件以及３个平衡点局部渐近稳定的

条件,并且探讨了无病平衡点和无感染平衡点处的全局渐近稳定性．今后我们的工作将主要围绕简化分支

出现的条件进行．
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