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二进制系统循环码的一个简化查表译码算法①

刘　旭,　包小敏,　武登杰,　李　梅,　袁治华

西南大学 数学与统计学院,重庆４００７１５

摘要:利用线性循环码的性质和伴随式的重量,给出了一个二进制系统循环码的查表译码算法．本算法具有效率

高,信息存储量少的特点．
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本文采用文献[１]中的术语和符号．
域F 上的一个(n,k)线性码C是F 上的长为n的向量组成的一个k维向量空间．C中的向量称为码字．

设c∈ C,c的非零分量的个数称为c的 Hamming重量,记为w(c)．C中两个码字差的重量称为这两个码

字的Hamming距离．C中任意两个码字的距离组成的集合中的最小值称为C的最小距离,用d表示．此时我

们也称C是一个(n,k,d)码．C的纠错能力t＝􀎥d－１
２ 􀎡．以C中k个线性无关的码字作成的k×n阶矩阵

称为 C的一个生成矩阵．C的对偶码C⊥ 的生成矩阵称为C的一个一致校验矩阵．设H 是C的一个一致校验

矩阵,r是一n 维向量,rHT 称为r的伴随式．r是码字当且仅当rHT ＝０．
线性码的译码分为３步:首先计算伴随式,其次将伴随式与一个错误模式相联系,最后利用这个错误

模式进行纠错．将伴随式与错误模式相联系的最简单也是最直接的方法就是构造一个伴随式与错误模式的

一一对应表,其主要思想是将纠错能力范围内的所有错误模式及对应的伴随式,按一个错误模式和与之对

应的伴随式作为一行的格式作成一个译码表．当收到一个向量r后,在这个表中找到其伴随式rHT,然后将

与之对应的错误模式作为错误向量e,输出r－e．这种译码方式称为伴随式译码或查表译码．同其它译码方

法相比,伴随式译码具有结构简单,容易实现的优点．在信息协调协议中伴随式译码算法也得到了应用[２]．
但当n 很大时,伴随式译码的译码表会很大,因此占用的存储空间也会很大．实际上,当纠错能力为t时,
译码表有N 行、n＋(n－k)＝２n－k列,其中
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若对任意c＝[c０,􀆺,cn－２,cn－１]∈C都有其右循环移位cR ＝[cn－１,c０,􀆺,cn－２]∈C,则称C是一个循

环码．作为特殊的线性码,循环码的译码也分为３步．但由于其循环特性,循环码的编码和译码都可通过电

路来实现．Meggitt译码器是循环码译码的一般方法[３],它主要由３部分组成[４]:伴随式寄存器(syndrome
register)、错误模式检测器(error－patterndetector)、存放接收向量的缓存器(bufferregistertoholdthe
receivedvector)．错误模式检测器是通过组合逻辑电路来实现查表的过程,这也是 Meggitt译码器最复杂

的部分．随着码长n 和纠错能力t的增加,其组合逻辑电路部分会变得很复杂,甚至难以实现．因此简化译
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码表就成了简化组合逻辑电路的一个突破口．一个长为n的非零向量通过循环可以得到n个不同的向量,因

此在循环码的译码表中,n 个通过循环得到的错误模式可以只列出一个,从而将N 减少为N
n

[５]

;文献[６－

９]利用个别循环码((２３,１２,７)Golay码,(１５,５,７),(３１,１６,７)二进制BCH 码和(４７,２４,１１)二进制

QR码)的特性和特殊结构,将这几个码的译码表从列出所有可能纠正的错误模式减少成只列出错误出现

在信息部分的错误模式．i个错误出现在信息部分的k比特中,其可能性有
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本文也是以减少译码表的行数为目的．我们利用线性循环码的性质和伴随式的重量,给出了适用于所

有二进制循环码的一个新的简化查表译码算法,并从理论上证明了这种算法的正确性．

１　 系统循环码的生成矩阵和一致校验矩阵

设 C是一个(n,k)循环码．多项式

c(x)＝c０＋c１x＋􀆺＋cn－１xn－１

称为码字c＝[c０,c１,􀆺,cn－１]∈C的多项式．C中码字多项式中次数最小的首一多项式称为C的生成多项

式．设 C的生成多项式为

g(x)＝g０＋g１x＋􀆺＋gn－kxn－k

则矩阵
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是 C的一个生成矩阵．对G１ 进行行初等变换,可以得到 C的如下的生成矩阵:

G＝[Ik,Ak×(n－k)]
这里Ik 是k阶单位阵,Ak×(n－k) 是一个k×(n－k)阶矩阵．由G 可得C的一个一致校验矩阵:

H ＝[－(Ak×(n－k))T,In－k]
下面用G 和H 分别记二进制(n,k)循环码 C的生成矩阵和一致校验矩阵:

G＝[Ik,Ak×(n－k)],H ＝[(Ak×(n－k))T,In－k]
并分别简记为G＝[I,A]和H＝[AT,I]．容易看出,信息向量m＝[m０,m１,􀆺,mk－１]经过G 编码得到

码字c,其前k个分量恰为m:

c＝mG＝[mI,mA]＝[m,mA]
具有这种结构的码称为系统码．在系统码的情况下,我们将一个二进制n 维向量的前k 个分量称为信息部

分,后n－k个分量称为校验部分．

２　 主要定理及证明

下面我们假设 C是二进制(n,k,d)循环码,H ＝[AT,I]是 C的一个一致校验矩阵．
设e是错误向量e＝[eM ,eP]＝[e０,e１,􀆺,en－１],其中eM ＝[e０,e１,􀆺,ek－１]是信息部分,eP ＝[ek,

ek＋１,􀆺,en－１]是校验部分,

w(e)≤t,s＝eHT

　　 下面这个结论在后面的证明中多次用到:

　　 定理１　 若H ＝[AT,I],e＝[eM ,０１×(n－k)]≠０n,则w(eHT)≥d－w(eM )．
证 　 因为码字的重量至少是d,eM [I,A]＝[eM ,eMA]是码字,所以
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w(eM )＋w(eMA)≥d
而

s＝eHT ＝[eM ,０１×(n－k)][AT,I]T ＝eMA
故

w(eHT)＝w(eMA)≥d－w(eM )

　　 在纠错范围内,定理２和定理３确定了错误只出现在校验部分的条件．
定理２　 若e＝[０１×k,eP],其中w(eP)≤t,则

w(s)＝w(eHT)≤t
　　 证 　 由H ＝[AT,I]的结构可得

s＝eHT ＝[０１×k,eP][AT,I]T ＝eP

故

w(s)＝w(eP)≤t
　　 定理３　 若e＝[eM ,eP],其中w(eM )≥１,w(eM )＋w(eP)≤t,则

w(s)＝w(eHT)≥t＋１
　　 证 　 此时

w(eHT)＝w([eM ,０１×(n－k)]HT ＋[０１×k,eP]HT)≥
(d－w(eM ))－w(eP)＝
d－(w(eM )＋w(eP))≥
d－t≥t＋１

故结论成立．
由定理２和定理３可得:
推论１　 若w(e)≤t,则w(eHT)≤t当且仅当e＝[０１×k,eHT]．
当e＝[eM ,eP]时,下面的定理给出了eP 与e的伴随式和eM 的伴随式之间的一个关系．
定理４　 设e＝[eM ,eP]．若[eM ,０１×(n－k)]HT ＝sM ,则

eP ＝eHT －sM

　　 证 　 因为w(eP)≤w(e)≤t,所以

eP ＝[０１×k,eP]HT ＝
(e－[eM ,０１×(n－k)])HT ＝
eHT －[eM ,０１×(n－k)]HT ＝
eHT －sM

结论得证．
设N′个信息部分出错的错误向量为:

a１＝[e１
M ,０１×(n－k)],􀆺,aN′ ＝[eN′

M ,０１×(n－k)]
其对应的伴随式分别为:

s１＝a１HT,􀆺,sN′ ＝aN′HT

将向量si 及ei
M 并置在第一行,得到一个N′行、n列的表(表１),这个表称为信息部分伴随式与错误模式的

对应表 MPＧSET(MessagePartＧSyndromeErrorTable)(表１)．
表１　 信息部分伴随式与错误模式的对应表

序号 伴随式 错误模式 序号 伴随式 错误模式

１ s１ ＝ [e１
M ,０１×(n－k)]HT e１

M i si ＝ [ei
M ,０１×(n－k)]HT ei

M

２ s２ ＝ [e２
M ,０１×(n－k)]HT e２

M ⋮ ⋮ ⋮
⋮ ⋮ ⋮ N′ sN′ ＝ [eN′

M ,０１×(n－k)]HT eN′
M

　　 我们的译码算法就基于 MPＧSET．由于k＜n,所以N′ ＜N ＝∑
t
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n
i
æ

è
ç

ö

ø
÷ ,即表 MPＧSET的行数要比前
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面提到的N ×(２n－k)表的行数小很多,因此要减少很多存储空间．下面的定理是我们的查表译码算法正

确性的理论基础．
定理５　 设w(e)≤t,e＝[eM ,eP],w(eM )≥１．若eHT＝s,则存在唯一一个j∈ {１,􀆺,N′},使

得w([s－sj,ej
M ])≤t．此时一定有e＝[ej

M ,s－sj]．
证 　 由 MPＧSET的构造可知,存在１≤j ≤N′使得eM ＝ej

M ．再由定理４知eP ＝s－sj,故w([s－
sj,ej

M ])＝w(e)．下面只需证当i≠j时必有w([s－si,ei
M ])≥t＋１．实际上

w([s－si,ei
M ])＝w([[eM ,eP]HT －aiHT,ei

M ])＝
w([[eM ＋ei

M ,０]HT ＋[０,eP]HT,ei
M ])≥

w([eM ＋ei
M ,０]HT)－w([０,eP]HT)＋w(ei

M )≥
d－(w(eM )＋w(ei

M ))－w(eP)＋w(ei
M )＝

d－w(e)≥d－t≥t＋１

３　 新的译码算法

设 C是纠错能力为t的(n,k)循环码,g(x)＝∑
n－k

i＝０
gixi 是它的一个生成多项式．

由g(x)导出 C的如下的生成矩阵和一致校验矩阵:

G＝[Ik,A],H ＝[AT,In－k]
然后计算 MPＧSET．对于接收到的向量r,查表译码算法如下:

SimplifiedTableLookupDecoder(r,H,MPＧSET)

s←rHT

e← [０１×k,s]

i←１
whilew(e)＞tandi≤N′

　　do
e← [MPＧSET(i,２),s－MPＧSET(i,１)]

i←i＋１{
ifw(e)＞t
　　thenreturn(“failure”)

　　elsereturn(r＋e)mod２
注１　 当算法输出“failure”时,表明在 MPＧSET中没有找到对应的错误模式,也就是说错误个数超出

了纠错能力,因此算法此时实际上相当于检测到纠错能力范围之外的一个错误．
(１５,５)循环码 C的生成多项式为

g(x)＝１＋x２＋x５＋x６＋x８＋x９＋x１０

由此得到的生成矩阵
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经初等行变换可化为

G＝

１ ０ ０ ０ ０ １ ０ １ ０ ０ １ １ ０ １ １
０ １ ０ ０ ０ １ １ １ １ ０ １ ０ １ １ ０
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这时
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H ＝[AT,I１０]＝
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１ ０ １ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０ ０
０ １ ０ １ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０ ０
１ １ １ １ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０
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其中码 C的最小距离d＝７,纠错能力t＝３,而N′＝
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假设发送的码字是c＝ [００１１０１１１００００１０１],接收到的向量是r＝ [１００１０１１０００００１０１]．计算伴随式

得s＝ [１１１１１１００００],其重量大于３,进入 while循环,在第７次得到的错误向量是

e＝[１０１００,s－[１１０１１１００００]]＝[１０１００,００１０００００００]＝[１０１００００１０００００００]
其重量是３,故译码输出为y＝r＋e＝[００１１０１１１００００１０１]．

与N ＝∑
３

i＝１

n
i
æ

è
ç

ö

ø
÷＝５７５相比,MPＧSET少了５５０(５７５－２５＝５５０)行．

表２　(１５,５)循环码的 MPＧSET
序号 伴随式 错误模式

１ １ ０ １ ０ ０ １ １ ０ １ １ １ ０ ０ ０ ０
２ １ １ １ １ ０ １ ０ １ １ ０ ０ １ ０ ０ ０
３ ０ １ １ １ １ ０ １ ０ １ １ ０ ０ １ ０ ０
４ １ ０ ０ １ １ ０ １ １ １ ０ ０ ０ ０ １ ０
５ ０ １ ０ ０ １ １ ０ １ １ １ ０ ０ ０ ０ １
６ ０ １ ０ １ ０ ０ １ １ ０ １ １ １ ０ ０ ０
７ １ １ ０ １ １ １ ０ ０ ０ ０ １ ０ １ ０ ０
８ ０ ０ １ １ １ １ ０ １ ０ １ １ ０ ０ １ ０
９ １ １ １ ０ １ ０ １ １ ０ ０ １ ０ ０ ０ １
１０ １ ０ ０ ０ １ １ １ １ ０ １ ０ １ １ ０ ０
１１ ０ １ １ ０ １ １ １ ０ ０ ０ ０ １ ０ １ ０
１２ １ ０ １ １ １ ０ ０ ０ ０ １ ０ １ ０ ０ １
１３ １ １ １ ０ ０ ０ ０ １ ０ １ ０ ０ １ １ ０
１４ ０ ０ １ １ ０ １ １ １ ０ ０ ０ ０ １ ０ １
１５ １ １ ０ １ ０ １ １ ０ ０ １ ０ ０ ０ １ １
１６ ０ ０ １ ０ １ ０ ０ １ １ ０ １ １ １ ０ ０
１７ １ １ ０ ０ １ ０ ０ ０ １ １ １ １ ０ １ ０
１８ ０ ０ ０ １ １ １ １ ０ １ ０ １ １ ０ ０ １
１９ ０ １ ０ ０ ０ １ １ １ １ ０ １ ０ １ １ ０
２０ １ ０ ０ １ ０ ０ ０ １ １ １ １ ０ １ ０ １
２１ ０ １ １ １ ０ ０ ０ ０ １ ０ １ ０ ０ １ １
２２ ０ ０ ０ １ ０ １ ０ ０ １ １ ０ １ １ １ ０
２３ １ １ ０ ０ ０ ０ １ ０ １ ０ ０ １ １ ０ １
２４ ０ ０ １ ０ ０ ０ １ １ １ １ ０ １ ０ １ １
２５ １ ０ １ ０ １ １ ０ ０ １ ０ ０ ０ １ １ １
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４　 结束语

文献[６－９]中的译码算法正确性是通过程序对所有可能的错误模式进行纠错来验证的．定理５则从理

论上保证了本文算法的正确性．本文给出的译码算法简单明了,容易理解和实现．除了能纠正所有纠错能力

范围内的错误外,还能检测到部分纠错能力范围外的错误．同传统的查表译码算法中的表的行数∑
t

i＝１

n
i
æ

è
ç

ö

ø
÷ 相

比,本算法只需∑
t

i＝１

k
i
æ

è
ç

ö

ø
÷ 行,极大地减少了存储量和译码的复杂性．
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ASimplifiedTableLookupDecodingAlgorithm
forSystematicBinaryCyclicCodes
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Abstract:Byutilizingthepropertiesoflinearcycliccodesandtheweightsofsyndromes,wederiveatable
lookupdecodingalgorithmforbinarycycliccodes．Thealgorithmhastheadvantagesofhighefficiencyand
lowmemoryrequirement．
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