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摘要:研究了一类带有加权 HardyＧSobolev临界指数、Dirichlet边界条件和含超线性项的半线性椭圆方程
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当一般项函数f(x,t)和a,b,μ 满足一定条件时,通过山路引理和强极大值原理得出该方程至少有一个正解．
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考虑如下半线性椭圆方程:
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其中Ω 为RN (N ≥３)中边界光滑的有界开集,且０∈Ω．另有:

０≤a ＜ μ　　　０≤μ ＜ (μ －a)２

μ＝
(N －２)２

４ 　　　a ＜b＜a＋１

p＝p(a,b)＝
２N

N －２(１＋a－b)是 HardyＧSobolev临界指数．f ∈C(Ω×R,R),定义

F(x,t)＝∫
t

０
f(x,s)ds　　　x ∈Ω,t∈R

则F(x,t)是f(x,t)的原函数．
在本文中,我们记
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由加权的 Hardy不等式知,当μ∈ [０,(μ－a)２)时,此处范数 ‖u‖ 等价于Sobolev空间H１
０(|x|－２a,Ω)

中的常用范数,不妨记H ＝ H１
０(|x|－２a,Ω)．
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近年来,许多学者研究了方程(１)正解的存在性和解的多重性,如文献[１－６]．特别地,文献[２－３]得

到方程(１)至少有一个正解．方程(１)是关于算子－Δ􀅰－ μ
|x|２

(０≤μ ＜μ)的推广,且文献[３]是文献[７]

的推广,但它们均要求函数f 满足(AR)条件．本文将(AR)条件改为文献[１]中的非二次条件,即下面定理１
的条件(f２)．本文的主要困难是山路值的估计和(C)c 序列的有界性证明,主要结果如下:

定理１　 假设０≤a＜ μ,N ≥３(１＋a),p＝
２N

N －２(１＋a－b),０≤μ ＜ (μ －a)２,a＜b＜

a＋１,０＜λ ＜λ１,λ１ 是算子 －div(|x|－２a∇)－μ|x|－２(１＋a) 的第一特征值,且f 满足下列条件:

(f１)f ∈C(Ω×R＋,R),limsup
t→０＋

F(x,t)
t２ ＜

１
２λ

,且存在正常数B,使得limsup
|t|→∞

F(x,t)
tq ≤B ＜ ∞

对x ∈Ω 一致成立,其中p ≤q＜２∗ ＝
２N

N －２
;

(f２)存在正常数D 和σ＞
N(q－２)

２
,使得liminf

|t|→∞

f(x,t)t－２F(x,t)
|t|σ ≥D 对几乎处处的x ∈Ω 一

致成立;
(f３)存在常数ρ ＞２,使得F(x,t)≥Ctρ 对任何(x,t)∈Ω×R＋ 成立．

另设

ρ＞ max２,N
γ

,N －２β
μ －a{ } (２)

其中β＝ (μ －a)２－μ 且γ＝ μ －a＋β．则方程(１)至少有一个正解．
注１　 本文将文献[３]中的(AR)条件减弱为非二次条件(f２),并得到与该文献相似的结果,使得满足

条件的函数更多,例如函数f

f(x,t)＝２tln(１＋t２)＋
２t３

１＋t２　　　t∈R

满足本文条件却不满足文献[３]中的条件．

１　 预备知识

为了求方程(１)的正解,我们考虑下面方程的非平凡解:
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其中u±＝max{±u,０}．方程(３)的对应泛函为

I(u)＝
１
２∫Ω

|x|－２a|∇u|２－μ
u２

|x|２(１＋a)
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１
p∫Ω

(u＋)p

|x|bpdx－∫Ω
F(x,u＋)dx　　　u ∈ H

我们知道方程(３)的解和泛函I的临界点一一对应,从而若说u∈ H 是方程(３)的一个弱解,即对任何

v∈ H,有

‹I′(u),v›＝∫Ω
|x|－２a(∇u,∇v)－μ

uv
|x|２(１＋a)

æ

è
ç
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÷dx－∫Ω

(u＋)p－１v
|x|bp dx－∫Ω

f(x,u＋)vdx＝０

　　 设c∈R,{un}是 H 上的序列,若泛函I在水平值c处满足:
(a)任意的有界序列{un}⊂ H,若当n → ∞ 时,有I(un)→c和I′(un)→０,则该序列有收敛子列;
(b)存在常数δ,R,α ＞０,使得当n → ∞ 时,对任意的u ∈I－１([c－δ,c＋δ])和 ‖u‖ ≥R,有

‖I′(un)‖‖un‖ ≥α 成立．
则称泛函I满足(C)c 条件．

本文记最佳 HardyＧSobolev常数为A,当Ω＝RN 时,A 可以由下面函数达到:
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yε(x)＝
(２εpβ２)

１
p－２

|x|γ′ ε＋|x|(p－２)β( )
２

p－２

其中ε＞０,γ′＝ μ －a－β．此外,我们知道yε(x)满足方程

－div(|x|－２a∇u)－μ
u

|x|２(１＋a)＝
|u|p－２

|x|bpu　　　x ∈RN\{０}

类似文献[３],定义vε(x),则有

A＋C１ε
２

p－２ ≤ ‖vε‖２ ≤A＋C２ε
２

p－２ (４)
和

C３ε
ξ

p－２ ≤∫Ω
|vε(x)|ξdx ≤C４ε

ξ
p－２ １≤ξ＜

N
γ

C３ε
ξ

p－２|lnε|≤∫Ω
|vε(x)|ξdx ≤C４ε

ξ
p－２|lnε| ξ＝

N
γ

C３ε
N－ξ(μ－a)

(p－２)β ≤∫Ω
|vε(x)|ξdx ≤C４ε

N－ξ(μ－a)
(p－２)β N

γ ＜ξ＜２∗
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　　 引理１　 设０≤a＜ μ,a＜b＜a＋１,０＜λ＜λ１．若条件(f１),(f３)和(２)式成立,则存在u０ ∈H,

u０ ≠０,使得

sup
t≥０

I(tu０)＜
p－２
２p

A
p

p－２

　　 证 　 考虑函数:

k(t)＝I(tvε)＝
t２

２‖vε‖２－
tp

p －∫Ω
F(x,tvε)dx

k􀬈(t)＝
t２

２‖vε‖２－
tp

p
根据定义,有lim

t→＋∞
k(t)＝－∞,k(０)＝０,且当t→０＋ 时,k(t)＞０．因此sup

t≥０
k(t)可以在某个tε ＞０处取

得．取M１＝(pA)
１

p－２ ＋１,因为

k(t)≤
t２

２‖vε‖２－
tp

p ≤t２ A－
tp－２

p
æ

è
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所以当t≥M１ 时,k(t)＜０,从而tε ≤M１．另取ε１＝
１

２Bq(M１)q－p
,由(５)式知,当ε→０＋ 时,有

∫Ω
|vε(x)|qdx ≤ε１

又由条件(f１)和０＜λ ＜λ１,知

|f(x,t)|≤Bq|t|q－１＋λ１|t| (６)

最后结合k′(tε)＝０和(６)式,知

‖vε‖２ ≤t
p－２

ε ＋Bq∫Ω
|tε|q－２|vε|qdx＋λ１∫Ω

|vε|２dx (７)

结合式子(４)和(５),可以得到∫Ω
|vε|２dx ≤

A
４λ１

,且

t
p－２

ε ＋Bq∫Ω
|tε|q－２|vε|qdx ≤t

p－２

ε １＋
B
q

(M１)q－pε１
æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤

３
２t

p－２

ε

结合(７)式易得,当ε充分小时,

tp－２
ε ≥

A
２

(８)
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此外,由基本不等式(a＋b)r ≤ar ＋r(a＋１)r－１b (a,b＞０,r≥１)和(４)式可以证得

‖vε‖
２p
p－２ ≤A

p
p－２ ＋C５ε

２
p－２ (９)

记t′ε＝‖vε‖
２

p－２,根据k􀬈(t)的定义知,sup
t≥０

k􀬈(t)＝k􀬈(t′ε)．再次利用条件(f１)和(f３),以及式子(８)和(９),

我们可以算得

k(tε)≤k􀬈(t′ε)－∫Ω
F(x,tεvε)dx ≤

p－２
２p

A
p

p－２ ＋C６ε
２

p－２ －C∫Ω
tρ

ε|vε|ρdx ≤

p－２
２p

A
p

p－２ ＋C６ε
２

p－２ －C A
２

æ

è
ç

ö

ø
÷

ρ
p－２

∫Ω
|vε|ρdx

再由(５)式,有

∫Ω
|vε|ρdx ≥C３ε

N－ρ(μ－a)
(p－２)β

最后由(２)式,有

２
p－２＞

N －ρ(μ －２)
(p－２)β

所以当ε选充分小时,有

sup
t≥０

I(tvε)＝k(tε)＜
p－２
２p

A
p

p－２

　　 引理２　 若条件(f１)和(f２)成立,则对任何的数c∈R,泛函I满足(C)c 条件．
证 　 因为条件(f２)成立,所以存在常数D１ ＞０,D２ ＞０,使得

f(x,t)t－２F(x,t)≥D１|t|σ －D２　　　t∈R,a􀆰e􀆰x ∈Ω (１０)
此外,由于函数f 的次临界增长条件保证了泛函满足条件(a),从而我们只需要证明泛函满足条件(b)．不

妨假设这个条件不成立,即存在c∈R和序列{un}⊂H,满足 ‖un‖ → ∞,I(un)→c,但是当n→ ∞ 时,

‖I′(un)‖‖un‖ →０．利用(１０)式,当n 充分大时,我们有

２c＋１≥２I(un)－
１
ξ

‹I′(un),un›＝

１－
２
p

æ

è
ç

ö

ø
÷∫Ω

(un
＋)p

|x|bpdx＋∫Ω
f(x,un

＋)un －２F(x,un
＋)( )dx ≥

１－
２
p

æ

è
ç

ö

ø
÷∫Ω

(un
＋)p

|x|bpdx＋D１|un|σ
σ －D２|Ω|

于是得到un ∈Lσ(Ω),且存在常数M２,M３ ＞０,使得

|un|σ ≤M２ (１１)
和

∫Ω
(un

＋)p|x|－bpdx ≤M３ (１２)

进一步结合条件(f１)以及(６),(１２)式,存在常数B１,B２ ＞０,使得

１
２‖un‖２－I(un)＝

１
p∫Ω

(un
＋)p

|x|bpdx＋∫Ω
F(x,un

＋)dx ≤

B１|un|q
q ＋B２|Ω|＋

M３

p
(１３)

另一面,利用插值公式

|u|q ＝|u|t
σ|u|１－t

２∗ 　　　u ∈Lσ(Ω)∩L２∗ (Ω) (１４)
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其中０＜σ≤q＜２∗ 且１
q ＝

t
σ ＋

１－t
２∗

,t∈ (０,１],结合(１１),(１３),(１４)式以及Sobolev不等式,我们有

１
２‖un‖２ ≤B１|un|q

q ＋B２|Ω|＋
M３

p ＋I(un)≤

B１|u|qt
σ |u|q(１－t)

２∗ ＋B２|Ω|＋
M３

p ＋c＋１≤

B１Mqt
２C７‖u‖q(１－t)＋B２|Ω|＋

M３

p ＋c＋１ (１５)

根据１
q ＝

t
σ ＋

１－t
２∗

,推出q(１－t)＝
２∗ (σ－q)
σ－２∗ ．又因为σ＞

N(q－２)
２

,所以q(１－t)＜２．最后由(１５)式,

推出{un}是一个有界序列,与假设矛盾．

２　 定理的证明

定理１的证明 　 对任意的ε＞０和常数B３,根据条件(f１),有

|F(x,t)|≤B３|t|q ＋
λ＋ε

２ |t|２　　　t∈R＋,a􀆰e􀆰x ∈Ω (１６)

不妨让ε满足λ＋ε＜λ１．利用不等式:

λ１|u|２
２ ≤ ‖u‖２　　　|u|q

q ≤C９‖u‖q

∫Ω
(u＋)p|x|－bpdx ≤C８‖u‖p

以及(１６)式,我们有

I(u)＝
１
２‖u‖２－

１
p∫Ω

(u＋)p

|x|bpdx－∫Ω
F(x,u＋)dx ≥

１
２‖u‖２－

C８

p
‖u‖p －

λ
２‖u‖２

L２ －B３‖u‖q
Lq ≥

１
２‖u‖２－

C８

p
‖u‖p －

λ＋ε
２λ１

‖u‖２－B３C９‖u‖p

因此,存在常数α ＞０,使得I(u)≥α对任意的u∈ƏBr＝{u∈H ‖u‖＝r}成立,其中r＞０充分小．

由引理１,存在u０ ∈ H,u０ ≠０,使得

sup
t≥０

I(tu０)＜
p－２
２p

A
p

p－２

又由F 的非负性知

I(tu０)＝
t２

２‖u０‖２－
tp

p∫Ω

(u＋
０)p

|x|bpdx－∫Ω
F(x,tu＋

０)dx ≤

t２

２‖u０‖２－
tp

p∫Ω

(u＋
０)p

|x|bpdx

即lim
t→＋∞

I(tu０)→－∞．因此,我们选择t０ ＞０,使得 ‖t０u０‖ ＞r且I(t０u０)≤０．结合引理１和引理２,应

用山路引理,方程(１)有一个弱解u．因为‹I′(u),u－›＝０,从而u≥０,最后由强极大值原理,u是方程(１)
的正解,定理１成立．

参考文献:
[１] COSTADG,MAGALHÃESCA．VariationalEllipticProblemsWhichAreNonquadraticatInfinity[J]．NonlinearAＧ

nal,１９９４,２３(１１):１４０１－１４１２．
[２]　HUANGXiaoＧjiao,WUXingＧping,TANGChunＧlei．MultiplePositiveSolutionsforSemilinearEllipticEquationswith

５第６期　　　　　刘海燕,等:带 HardyＧSobolev临界指数的半线性椭圆方程正解的存在性



CriticalWeightedHardyＧSobolevExponents[J]．NonlinearAnal,２０１１,７４(７):２６０２－２６１１．
[３]　HUANGLi,WUXingＧping,TANGChunＧlei．ExistenceandMultiplicityofSolutionsforSemilinearEllipticEquations

withCriticalWeightedHardyＧSobolevExponents[J]．NonlinearAnal,２００９,７１(５－６):１９１６－１９２４．
[４]　KANGDongＧsheng．OntheEllipticProblemswithCriticalWeightedSobolevＧHardyExponents[J]．NonlinearAnal,

２００７,６６(５):１０３７－１０５０．
[５]　LIN MeiＧlin．SomeFurtherResultsforaClassofWeightedNonlinearEllipticEquations[J]．JMathAnalAppl,２００８,

３３７(１):５３７－５４６．
[６]　黄晓娇,吴行平,唐春雷．具有临界带权 HardyＧSobolev指数的椭圆方程的多个正解 [J]．西南大学学报:自然科学版,

２０１１,３３(１０):１１３－１１７．
[７]　DINGLing,TANGChunＧlei．ExistenceandMultiplicityofSolutionsforSemilinearEllipticEquationswithHardyTerms

andHardyＧSobolevCriticalExponents[J]．ApplMathLett,２００７,２０(１２):１１７５－１１８３．
[８]　宋圆圆,吴行平,唐春雷．一类边界奇异带有临界Sobolev指数的非齐次 Neumann问题的两个正解的存在性 [J]．西南

师范大学学报:自然科学版,２０１３,３８(１０):３４－３７．

ExistenceofPositiveSolutionsforSemilinearElliptic
EquationswithCriticalHardyＧSobolevExponents

LIU HaiＧyan１,　LIAOJiaＧfeng１,２,　TANGChunＧlei１
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Abstract:WedealwithaclassofsemilinearellipticequationswithHardyterm,criticalweightedHardyＧ
Sobolevexponents,Dirichletboundaryconditionandsuperlinearnonlinearity,

－div(|x|－２a∇u)－μ
u

|x|２(１＋a)＝
|u|p－２

|x|bpu＋f(x,u)

Bymeansofthemountainpasslemmaandthestrongmaximumprinciple,atleastonepositivesolutionis
obtainedwhenthefunctionsf(x,t)anda,b,μsatisfysomeconditions．
Keywords:criticalHardyＧSobolevexponent;mountainpasslemma;semilinearellipticequation
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