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球面上具有平行平均曲率向量的子流形①

何盼盼,　姚纯青

西南大学 数学与统计学院,重庆４００７１５

摘要:讨论了球面Sn＋p 中具有平行平均曲率向量的子流形Mn．通过活动标架法和 Hopf极大值原理,得到了一个关

于 Mn 位于n＋１维全测地子流形Sn＋１ 中的Pinching定理．
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设Nn＋p 是n＋p维具有常曲率c的Riemann流形,M 是等距浸入在Nn＋p(c)中的n维Riemann流形,

S 和H 分别是M →Nn＋p(c)的第二基本形式长度平方和平均曲率．
文献[１]指出:设 M 是n维紧致 Riemann流形,浸入在n＋p 维单位球面中,具有平行平均曲率向

量,p ≥２,若

S ≤
n

n ＋３－
１

p－１
则M 位于Sn＋p 的全测地子流形Sn＋１ 中．

文献[２]得到了一个 Pinching常数,得到了如下的结果:设 M 是n维紧致 Riemann流形,浸入在

n＋p 维单位球面Sn＋p 中,具有平行平均曲率向量,当

S ≤ max
n(１＋２H２)

n ＋１
,n(１＋H２)

n－１＋１{ }
时,M 位于Sn＋p 的一个n＋１维全测地子流形Sn＋１ 中．

本文主要讨论球面上具有平行平均曲率向量的子流形,得到了如下主要结果:
定理１　 设M 是n＋p 维单位球面Sn＋p 中具有平行平均曲率向量的n 维子流形,若

３－
１

p－１
æ

è
ç

ö

ø
÷S＋n|H| S －n ≤０

则M 位于Sn＋p 的一个n＋１维全测地子流形Sn＋１ 中,其中n ≥３,p ≥２．
推论１　 设Mn →Sn＋p(１)是等距浸入,且M 具有平行平均曲率向量,p ≥２,若

０≤ S ≤
n２H２＋８n －n|H|

６
则M 位于Sn＋p 的一个n＋１维全测地子流形Sn＋１ 中．
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由文献[３－４]知:设M 是n维Riemann流形,等距浸入在一个具有常截面曲率c的n＋p维Riemann
流形N(c)中．选取N(c)中的局部标准正交标架场{e１,,en＋p},使得限制在M 上的向量场{e１,,en}
和M 相切．对指标范围我们作如下约定:

A,B,C,＝１,,n＋p
i,j,k,＝１,,n

α,β,γ,＝n＋１,,n＋p
　　 设{ω１,,ωn＋p}是N(c)中标架场{e１,,en＋p}的对偶场,那么有:

dωA ＝－∑ωAB ∧ωB　　　ωAB ＋ωBA ＝０ (１)

dωAB ＝－∑ωAC ∧ωCB ＋ΦAB　　　ΦAB ＝
１
２∑KABCDωC ∧ωD (２)

KABCD ＝c(δACδBD －δADδBC) (３)

限制到M 上,有ωα ＝０．由于０＝dωα ＝－∑ωαj ∧ωj,所以由Cartan引理得到

ω＝∑hα
ijωj　　　hα

ij ＝hα
ji (４)

由(４)式得到:

dωi＝－∑ωij ∧ωj　　　ωij ＋ωji＝０ (５)

dωij ＝－∑ωik ∧ωkj ＋Ωij　　　Ωij ＝
１
２∑Rijklωk ∧ωl (６)

Mn 的 Gauss方程为

Rijkl ＝c(δikδjl －δilδjk)＋∑
α

(hα
ikhα

jl －hα
ilhα

jk) (７)

对(５)式外微分,可得

dωαβ ＝－∑ωαγ ∧ωγβ ＋Ωαβ　　　Ωαβ ＝
１
２∑Rαβklωk ∧ωl (８)

Mn 的Ricci方程为

Rαβkl ＝∑(hα
ikhβ

il －hα
ilhβ

ik) (９)

　　 对每个α,我们用Hα 表示矩阵(hα
ij),称ξ＝

１
n∑

i,α
hα

iieα 为平均曲率向量．如果对一切α,β,有ωαβ＝０,

则称M 的法丛是平坦的,这时对一切α,β,有

HαHβ ＝HβHα (１０)

且所有的Hα 可以同时对角化;反之,当(１０)式对一切α,β 成立时,M 的法丛必是平坦的．

hα
ij 的一阶和二阶共变导数分别定义为:

∑hα
ijkωk ＝dhα

ij －∑hα
ikωkj －∑hα

kjωki＋∑hβ
ijωαβ (１１)

∑hα
ijklωl ＝dhα

ijk －∑hα
ljkωli－∑hα

ilkωlj －∑hα
ijlωlk ＋∑hβ

ijkωαβ (１２)

因此得到Codazzi方程和Ricci恒等式分别为:

hα
ijk －hα

ikj ＝－Kαijk ＝０ (１３)

hα
ijkl －hα

ijlk ＝∑hα
imRmjkl ＋∑hα

mjRmikl －∑hβ
ijRαβkl (１４)

由(１３)式及(１４)式得

Δhα
ij ＝∑

k
hα

ijkk ＝∑
k

hα
kkij ＋∑

k,m
hα

kmRmijk ＋∑
k,m

hα
miRmkjk －∑

k,β
hβ

kiRαβjk (１５)

取en＋１＝ ξ
‖ξ‖

,因此∑
i

hα
ii＝０,α ≠n＋１,且
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∑
i

hn＋１
ii ＝nH (１６)

由ωα,n＋１＝０,得HαHn＋１＝Hn＋１Hα．当β ≠n＋１时,由(１５)式知

Δhβ
ij ＝∑

k,m
hβ

kmRmijk ＋∑
k,m

hβ
miRmkjk － ∑

k,α≠n＋１
hα

kiRβαjk (１７)

　　 定理１的证明 　
由定理１的条件,en＋１ 在法丛中平行,把 Gauss方程(７)、Ricci方程(９)代入(１７)式,得到

Δhβ
ij ＝∑

α,k,m
hβ

kmhα
mjhα

ik －∑
α,k,m

hβ
kmhα

mkhα
ij ＋∑

α,k,m
hβ

mihα
mjhα

kk －

∑
α,k,m

hβ
mihα

mkhα
kj ＋nhβ

ij － ∑
k,α≠n＋１

hα
kiRβαjk (１８)

其中β ≠n＋１．由文献[４]的定理５３７中Simons不等式的证明,得到

∑
i,j,β≠n＋１

hβ
ijΔhβ

ij ≥ ∑
i,j,k,m,β≠n＋１

hβ
ijhβ

kmhn＋１
mjhn＋１

ik － ∑
i,j,k,m,β≠n＋１

hβ
ijhβ

kmhn＋１
mkhn＋１

ij ＋

∑
i,j,k,m,β≠n＋１

hβ
ijhβ

mihn＋１
mjhn＋１

kk － ∑
i,j,k,m,β≠n＋１

hβ
ijhβ

mihn＋１
mkhn＋１

kj ＋

n ∑
i,j,β≠n＋１

(hβ
ij)２－ ２－

１
p－１

æ

è
ç

ö

ø
÷ ∑

i,j,β≠n＋１

(hβ
ij)２[ ]

２ (１９)

对于固定的eβ,选取标架{e１,,en},使得矩阵(hβ
ij)为对角阵．因此(１９)式不等号右边的前４项可化为

∑
i,k

hβ
iihβ

kkhn＋１
ki hn＋１

ik －∑
i,k

hβ
iihβ

kkhn＋１
kkhn＋１

ii ＋∑
i,k

hβ
iihβ

iihn＋１
ii hn＋１

kk －∑
i,k

hβ
iihβ

iihn＋１
ik hn＋１

ki (２０)

另一方面,从(１６)式得到

∑
i,k

hβ
iihβ

kkhn＋１
ki hn＋１

ik ＝∑
i,k

hβ
iihβ

iihn＋１
ik hn＋１

ki (２１)

因此,(２０)式可化为

∑
i

(hβ
ii)２hn＋１

ii( ) ∑
k

hn＋１
kk( ) － ∑

i
hβ

iihn＋１
ii( )

２
＝

nH ∑
i

(hβ
ii)２hn＋１

ii( ) － ∑
i

hβ
iihn＋１

ii( )
２ (２２)

由Schwarz不等式得:

nH ∑
i

(hβ
ii)２hn＋１

ii( ) ≤n|H| ∑
i

(hβ
ii)４∑

k

(hn＋１
kk )２ ≤

n|H| ∑
i

(hβ
ii)２[ ]

２

∑
k

(hn＋１
kk )２ ≤

n|H|∑
i

(hβ
ii)２ ∑

k

(hn＋１
kk )２ ≤

n|H| S∑
i

(hβ
ii)２ (２３)

∑
i

hβ
iihn＋１

ii( )
２
≤ ∑

i

(hβ
ii)２∑

i

(hn＋１
ii )２ ≤S∑

i,j

(hβ
ij)２ (２４)

因此,(１９)式化为

∑
i,j,β≠n＋１

hβ
ijΔhβ

ij ≥ (－n|H| S －S) ∑
i,j,β≠n＋１

(hβ
ij)２＋

n ∑
i,j,β≠n＋１

(hβ
ij)２－ ２－

１
p－１

æ

è
ç

ö

ø
÷S ∑

i,j,β≠n＋１

(hβ
ij)２＝

∑
i,j,β≠n＋１

(hβ
ij)２ n－ ３－

１
p－１

æ

è
ç

ö

ø
÷S－n|H| Sé

ë
êê

ù

û
úú (２５)

因为
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１
２Δ ∑

i,j,β≠n＋１

(hβ
ij)２( ) ＝ ∑

i,j,k,β≠n＋１

(hβ
ijk)２＋ ∑

i,j,β≠n＋１
hβ

ijΔhβ
ij (２６)

又由条件 ３－
１

p－１
æ

è
ç

ö

ø
÷S＋n|H| S －n≤０,以及(２５)式和(２６)式知, ∑

i,j,β≠n＋１

(hβ
ij)２ 在Mn 上是下调和

的．由 Hopf极大原理知, ∑
i,j,β≠n＋１

(hβ
ij)２ 是常数,因此(２６)式的右边为０．特别地,有

∑
i,j,β≠n＋１

(hβ
ij)２ n－ ３－

１
p－１

æ

è
ç

ö

ø
÷S－n|H| Sé

ë
êê

ù

û
úú＝０ (２７)

　　 如果 ∑
i,j,β≠n＋１

(hβ
ij)２＝０,那么由文献[５]中的定理２知,M 位于一个n＋１维的全测地子流形Sn＋１ 中．

　　 如果 ３－
１

p－１
æ

è
ç

ö

ø
÷S＋n|H| S－n＝０,那么所有的不等式都将变为等式,因此 ∑

i,j,β≠n＋１

(hβ
ij)２＝０,故

M 位于一个n＋１维的全测地子流形Sn＋１ 中．
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Abstract:ThisarticlediscussesMn,thesubmanifoldwithaparallelmeancurvaturevectoronthesphere
Sn＋p．UsingthemovingframemethodandtheHopfmaximumprinciple,apinchingtheoremisobtained
whichstatesthatMnliesinatotallygeodesicsubmanifoldSn＋１．
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