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求解奇异鞍点问题的GPHSSＧGSOR
迭代法的半收敛性①

曾闽丽,　林则安,　林智期

莆田学院 数学学院,福建 莆田３５１１００

摘要:在 Hermitian与反 Hermitian分裂(HSS)迭代法和广义的SOR(GSOR)迭代法的基础上,把针对非奇异鞍点

问题的PHSSＧSOR分裂迭代方法推广至广义的PHSSＧSOR(GPHSSＧGSOR)分裂迭代法,并用于奇异鞍点问题的求

解．详细分析了求解奇异鞍点问题的 GPHSSＧGSOR迭代法的半收敛性,用数值实验验证了新算法的有效性．
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考虑奇异鞍点问题:
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其中A ∈Rm×m 为对称正定(SPD)矩阵,B∈Rm×n(n≤m)为列不满秩矩阵,即rank(B)＜n,x,p∈Rm,

y,q∈Rn．BT 是B 的转置矩阵,p,q是已知向量．
鞍点问题在科学与工程领域中有着较为广泛的应用,如二阶椭圆方程的离散近似,最小二乘问题,约

束最优化问题等,更加详细的应用背景可参见文献[１]．当A 为对称正定矩阵且B 为满秩矩阵时,鞍点问题

(１)的系数矩阵为非奇异的,此时有效的求解方法有Uzawa类方法[２]、SOR类方法[３]、RPCG方法[４]、预处

理的Krylov子空间方法[５]等．当矩阵B列不满秩时,鞍点问题(１)的系数矩阵为奇异矩阵．近几年来,许多

文献在奇异鞍点问题的求解上有了显著的研究成果,主要有GPIU迭代法[６]、PAHSS迭代法[７]以及预处理

的 Uzawa迭代法[８]等,相关的算法也可参见文献[９－１０]．本文将文献[１１]中的PHSSＧSOR方法推广为广

义的PHSSＧSOR(GPHSSＧGSOR)迭代法,并分析了求解奇异鞍点问题的GPHSSＧGSOR方法的半收敛性．
在本文中,null(A)和R(A)分别表示矩阵A 的零空间和值域空间．

１　GPHSSＧGSOR迭代法

对鞍点问题(１)的系数矩阵F 作如下交错方向的分裂:

F＝ H ＋ΩD( ) － ΩD－S( ) ＝Ω－１ D－ΩL( ) －Ω－１ I－Ω( )D＋ΩU[ ]
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Q ∈Rn×n 是对称正定矩阵．
则可构造 GPHSSＧGSOR迭代法为:
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若记

F＝M(ω,τ)－N(ω,τ)
其中
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则迭代格式(２)可等价地写成
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２　 半收敛性分析

接下来,我们分析求解奇异鞍点问题(１)的 GPHSSＧGSOR迭代格式(４)的半收敛性．
定理１　 假设A ∈Rm×m 是对称正定矩阵,B ∈Rm×n(m ≥n)满足rank(B)＜n,若Q ∈Rn×n 为对称

正定矩阵,ω,τ ＞０,且
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那么indexI－T(ω,τ)( ) ＝１．
证 　 设X＝(ξT,ηT)T,其中ξ ∈Rm,η ∈Rn,满足
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ξ＝０,与Y ≠０矛盾．因此假设不成立,即indexI－T(ω,τ)( ) ＝１．
定理２　 假设A ∈Rm×m 为对称正定矩阵,B ∈Rm×n(m ≥n)为列秩亏的矩阵,Q ∈Rn×n 为对称正定

矩阵,ω,τ ＞０,λ是迭代矩阵T(ω,τ)的一个特征值,[u;v]∈Rm＋n 为对应的特征向量．则λ＝１当且仅

当u＝０．
证 　 先证必要性．若λ＝１,则
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因为v≠０,τ ≠０,且Q 是正定的,从(７)式的第二个式子中解得λ＝１．
定理３　 假设A ∈Rm×m 为对称正定矩阵,B ∈Rm×n(m ≥n)为列秩亏的矩阵,Q ∈Rn×n 为对称正定

矩阵,ω,τ＞０,λ≠１是迭代矩阵T(ω,τ)的一个特征值,[u;v]∈Rm＋n 是其对应的特征向量．若BQ－１BT

是对称半正定矩阵,令
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　　 证 　 假设λ(≠１)是迭代矩阵T(ω,τ)的一个特征值,[u;v]∈Rm＋n 是其对应的特征向量,则
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从(８)式的第二个式子解得v,代入第一个式子中,由定理２知,u ≠０．因此两边左乘u∗

u∗u
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方程(９)的根就是定理３的结论．
定理４　 设αi,βi(i＝１,２,３),及α,β 均如定理３所定义,且定理３的条件成立,假设
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则对任意正数ω,τ,求解奇异鞍点问题(１)的 GPHSSＧGSOR迭代法半收敛到其广义逆解．
证 　 假设λ≠１是迭代矩阵T(ω,τ)的一个特征值,由定理３知α１α＋β１β＞０,在(９)式两边除
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由(１０)式,经过简单计算并结合文献[６]的第３节内容知,求解奇异鞍点问题(１)的GPHSSＧGSOR方法是

半收敛的．

３　数值实验

接下来,我们用文献[８]中的例子来验证 GPHSSＧGSOR迭代法的有效性．令矩阵

Q＝１０blkdiag(B
∧TB

∧,bT
１b１,bT

２b２)
由于迭代法的收敛速度由迭代矩阵的谱半径决定,因此,我们对当ω＝０３３５,τ＝００２时的 GPHSSＧ
GSOR迭代法与 GPHSS迭代法、PHSSＧSOR迭代法的最优情形的谱半径进行了比较(实验数据均为１０以

内的最优参数),并把相应的数值结果在表１中列出．从表１可以看出,当参数ω＝０３３５,τ＝００２时,

GPHSSＧGSOR迭代的谱半径比 GPHSS迭代法和PHSSＧSOR迭代法的最优参数时的谱半径小．
表１　不同矩阵维数下的谱半径比较

p＝１６ p＝２４ p＝３２ p＝４０ p＝４８ p＝６４

GPHSS αopt ９９８９ ９９９８ ９９９８ ９９９６ ９９９８ ９９９９

βopt ９９９９ ９９９６ ９９９９ ９９９８ ９９９７ ９９９９

ρopt ０１８１８ ０１８１８ ０１８１８ ０１８１８ ０１８１８ ０１８１８

PHSSＧSOR αopt ０４６１ ０４５８ ０４５８ ０４５５ ０４５４ ０４４３

ρopt ０８２９９ ０８２９３ ０８２９１ ０８２８８ ０８２８６ ０８２８３

GPHSSＧGSOR ω ０３３５ ０３３５ ０３３５ ０３３５ ０３３５ ０３３５
τ ００２ ００２ ００２ ００２ ００２ ００２

ρ ０１０４０ ０１０１５ ００９９９ ００９９４ ００９８１ ００９７３
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thesingularsaddlepointproblemsisstudiedindetail．Numericalexperimentsareusedtotestthevalidity
ofthenewmethod．
Keywords:singularsaddlepointproblems;iterativemethod;semiＧconvergence
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