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一类具有修正的CrowleyＧMartin功能函数
的捕食－食饵模型的研究①

周　军

西南大学 数学与统计学院,重庆４００７１５

摘要:研究了一类具有修正的 CrowleyＧMartin功能函数的捕食－食饵模型,给出了一个新的持续性条件并在一些

特殊的条件下研究了正平衡解的全局稳定性．该结果推广了已有的相关结论．
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利用微分方程来研究种群模型是近年来生物数学研究的一个热门话题[１－５]．本文研究如下一类具有修

正的CrowleyＧMartin功能函数的捕食－食饵模型:
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其中:A,B,C,D,E 均为正常数,其生物学意义可参见文献[１]．文献[１]研究了有界正不变集的存在性和

吸引性,正平衡解的局部和全局渐近行为,周期解的存在性和不存在性以及该系统的持续性．令F＝(F１,

F２),R(u,v)＝(１＋Au)(１＋Bv)．显然系统(１)具有如下３个平衡点:
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成立,则系统(１)有唯一的正平衡点E∗ ＝(u∗ ,v∗ ),其中
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本文总假设条件(H)成立:
(H)(２)式成立并且(３)－(５)式之一成立．
现在引用文献[１]中关于持续性和全局稳定性的若干结果:

１)若条件(H)成立,如果如下条件成立:
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则E∗ 局部渐近稳定．
２)系统(１)是持续的如果如下条件成立:

E ＜EB＋D (８)

　　３)假设(H)和(７)式成立,如果如下两个条件之一成立:

A(１－C)＜１ (９)
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E＋１
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则E∗ 全局渐近稳定．
４)假设(H)和(７)式成立,如果
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并且以下两个条件之一成立:
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则E∗ 全局渐近稳定,其中
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　　 注１　 因为(７),(１１)式和Q 很难计算,利用３)或４)很难判定E∗ 的全局渐近稳定性．本文将继续研

究系统(１)的持续性和E∗ 的全局渐近稳定性．我们将给出持续性的一个新的判定条件(定理３)和一些判定

E∗ 全局渐近稳定的具体条件(定理４和推论１)．
首先我们给出持续性的定义如下:
定义１[１,６]　 系统(１)被称为是持续的,如果存在正常数M１ 和M２ 使得系统(１)的解(u(t),v(t))满足:

M１ ≤liminft→∞u(t)≤limsupt→∞u(t)≤M２

M１ ≤liminft→∞v(t)≤limsupt→∞v(t)≤M２

　　 为了得到持续性条件,我们首先给出系统(１)解的一个耗散性结果(证明可参见文献[１])．
定理１　 设(u(t),v(t))是系统(１)的解,则如下估计成立:

limsupt→∞u(t)≤１,limsupt→∞v(t)≤
１＋E
D

　　 下面我们给出系统(１)的持续性结果．从生物学的观点来看,这意味着该系统的两种群总是共存的[６]．
定理２　 设(u(t),v(t))是系统(１)的解,如果

E＋１－B ＜EB＋d (１２)
则有
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liminft→∞u(t)≥
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liminft→∞v(t)≥
(D＋B(E＋１)－１)(E＋１)

D(D＋B(E＋１)) ＞０ (１３)

　　 定理２的证明依赖于如下方程解的渐近行为:
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其中r,K 和w０ 是正常数．由文献[６－７]可知如下结论成立:
引理１　(１４)式的解w(t)满足limt→∞w(t)＝K．
定理２的证明 　 由系统(１)的第一个方程可知ut ≤u＋u(１－u),t＞０,所以由比较原理[７]和引理

１知:对任意的ε＞０,存在正数t１ 使得如下不等式成立:
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由系统(１)的第一个方程和(１５)式可知
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在正数t３ ≥t２ 使得如下不等式成立:
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从而由系统(１)的第二个方程和(１７)式可知vt ≥Cv １－
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不等式对充分小的ε＞０成立:

v ≥
u＋E
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利用(１７)式和(１８)式,我们可以得到(１３)式．
最后,利用定理１和定理２,根据定义１,我们可以得到如下的持续性结论:
定理３　 如果条件(１２)成立,则系统(１)是持续的．
注２　 文献[１]得到系统(１)是持续的,如果(８)式成立．在B ＞１的条件下,(１２)式优于(８)式．
下面我们将利用迭代方法研究E∗ 的全局稳定性．首先我们定义函数F(α,β)如下:

F(α,β)＝A２B２α２＋AB(D＋BE)β２＋AB(B＋A(D＋BE))αβ＋(B２＋A２(D＋BE)２－AB)α＋
(D＋BE)(B＋A(D＋BE－１))β＋(D＋BE)２－AE(D＋BE)－D (１９)

　　 定理４　 假设(H)和(１２)式成立,如果方程F(α,β)＝０在(α,１)×(β,２)中无解,则E∗ 是全局渐

近稳定的,其中
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　　 证 　 定义两个函数Φ(s,t)和Ψ(t)如下:
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经计算可知Φ(s,t)关于s严格增且关于t严格减,Ψ(t)关于s严格增．定义４个序列{un}∞
n＝１,{un}∞

n＝１,

{vn}∞
n＝１ 和{vn}∞

n＝１ 如下:
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Φ(un－１,vn－１) n ≥２{
vn ＝Ψ(un)　　　vn ＝Ψ(un)

下面证明{un}∞
n＝１,{un}∞

n＝１,{vn}∞
n＝１ 和{vn}∞

n＝１ 满足:

(a)u１ ＜u２ ＜ 􀆺un ＜un ＜ 􀆺 ＜u２ ＜u１;

(b)v１ ＜v２ ＜ 􀆺vn ＜vn ＜ 􀆺 ＜v２ ＜v１;

(c)un ≤liminft→∞u(t)≤limsupt→∞u(t)≤un;

(d)vn ≤liminft→∞v(t)≤limsupt→∞u(t)≤vn．
事实上,利用Φ(s,t)和Ψ(s)的单调性可知(a)和(b)成立当且仅当如下不等式成立:

u１ ＜u２ ＜u２ ＜u１ (２１)
经一系列计算可知

u２＝
D＋(B－１)(E＋１)

D＋ B－
A

A＋１
æ

è
ç

ö

ø
÷ (E＋１)

v１＝
(E＋１)(D＋B(E＋１)－１)

D(D＋B(E＋１)) 　　　v１＝
１＋E
D

于是u１ ＜u２,v１ ＜v１．由Φ(s,t)的定义可知u２ ＜１＝u１．利用u１ ＜u１,v１ ＜v１ 和Φ(s,t)的单调性

可知u２ ＜u２．所以(２１)式成立,从而(a)和(b)成立．
下面我们用归纳法证明(c)和(d)成立．设(u(t),v(t))是系统(１)的解,利用定理１和定理２可知

u１ ≤liminft→∞u(t)≤limsupt→∞u(t)≤u１

v１ ≤liminft→∞v(t)≤limsupt→∞v(t)≤v１

所以当n＝１时(c)和(d)成立．下面我们假设(c)和(d)对n＝k成立,即

uk ≤liminft→∞u(t)≤limsupt→∞u(t)≤uk

vk ≤liminft→∞v(t)≤limsupt→∞v(t)≤vk (２２)
并证明(c)和(d)对n＝k＋１成立．对于确定的充分小正数ε,由(２２)式可知存在正数T１ ≫１使得对t≥
T１ 有如下关系:

０＜uk －ε≤u(t)≤uk ＋ε,０＜vk －ε≤v(t)≤vk ＋ε (２３)
利用(２３)式可知对t≥T１ 有

du
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(Ψ(uk ＋ε)－v)

所以利用引理１和比较原理[７] 有
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Φ(u１＋ε,vk －ε)≤liminft→∞u(t)≤limsupt→∞u(t)≤Φ(uk －ε,vk ＋ε)

Ψ(uk －ε)≤liminft→∞v(t)≤limsupt→∞v(t)≤Ψ(uk ＋ε)
令ε→０可知(c)和(d)成立．

利用{un}∞
n＝１,{un}∞

n＝１,{vn}∞
n＝１ 和{vn}∞

n＝１ 的单调性,我们假设

limn→∞un ＝u,limn→∞un ＝u

limn→∞vn ＝v,limn→∞vn ＝v

其中u,u,v,v 是满足如下关系的４个常数:

􀃠u１ ＜u ≤u ＜u１,v１ ＜v ≤v ＜v１．

􀃡u ≤liminfn→∞u(t)≤limsupn→∞u(t)≤u．

􀃢v ≤liminfn→∞v(t)≤limsupn→∞v(t)≤v．

􀃣u＝Φ(u,v),u＝Φ(u,v),v＝Ψ(u),v＝Ψ(u)．
由 􀃣 可知

u＝１－
u＋E

(１＋Au)(D＋B(u＋E))

u＝１－
u＋E

(１＋Au)(D＋B(u＋E))
(２４)

从而由(２４)式可知

u－u＝
u＋E

(１＋Au)(D＋B(u＋E))
－

u＋E
(１＋Au)(D＋B(u＋E))

＝

ABuu(u－u)＋A(D＋BE)(u＋u)(u－u)＋(D＋AE(D＋BE))(u－u)
(１＋Au)(１＋Au)(D＋B(u＋E))(D＋B(u＋E))

(２５)

下面我们利用反证法证明u＝u．假设u ≠u,则由(２５)式可知

１＝
ABuu＋A(D＋BE)(u＋u)＋(D＋AE(D＋BE))
(１＋Au)(１＋Au)(D＋B(u＋E))(D＋B(u＋E))

(２６)

(２６)式等价于F(uu,u＋u)＝０,其中F 的定义可参见(１９)式．由 􀃠 可知(uu,u＋u)∈ (α,１)×(β,２),

这和方程F(α,β)＝０在(α,１)×(β,２)中无解矛盾．所以u＝u,从而v＝Ψ(u)＝Ψ(u)＝v,该关系结合

􀃣 可知(u,v)是系统(１)的正平衡点．因为在假设(H)下,系统(１)只有唯一的平衡点E∗ ,所以u＝u＝

u∗ ,v＝v＝v∗ ,结合 􀃡 和 􀃢 可知E∗ 全局渐近稳定．
利用定理４我们可以得到如下推论:
推论１　 假设(H)和(１２)式成立,如果以下３个条件之一成立,E∗ 全局渐近稳定:

D＋BE ＜
１
２

,A ≤
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１
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B
１－(D＋BE),A ≤B＋

D
E １－

１
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ø
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D＋BE ≥１,A ≤B＋
D
E １－

１
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æ

è
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ø
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　　 证 　 由定理４我们只需证明F(α,β)＞０．因为(α,β)∈ (α,１)×(β,２),F(α,β)＞０的充分条

件是
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(D＋BE)２A２－BA＋B２ ≥０
(D＋BE－１)A＋B ≥０
－E(D＋BE)A＋(D＋BE)２－D ≥０

ì

î

í

ï
ï

ïï

(３０)

经计算可知(２７)－(２９)式之一成立,(３０)式成立．
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somespecificgloballyasymptoticallystableconditionsfortheuniquepositiveequilibriumofthemodel．
Keywords:preyＧpredatormodel;CrowleyＧMartinfunctionalresponse;globalasymptoticstability
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