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摘要:将 ElasticNet方法运用于 Cox模型的变量选择中,建立 ENＧCox模型,证明了 Cox模型的 ElasticNet估计

具有组效应性质．数值模拟验证了 ElasticNet方法能将强相关变量全部选入 Cox模型,而 Lasso方法无此功效．

数值实例验证了 ElasticNet方法运用于Cox模型的可行性,表明 ENＧCox在拟合效果和预测能力方面均优于传统

Cox模型．
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Cox模型[１]是对生存数据进行多因素分析的最常用方法．它不仅能分析出生存时间与各个协变量的变

化规律,而且对基准风险函数的分布没有严格要求．因此,自１９７２年英国统计学家Cox提出该模型后,它

便被广泛运用到生物学、医学、保险学、经济学等众多领域．
但是,Cox模型要求自变量之间相互独立,至少不允许存在很强的相关性,同时还要求所研究的样本

量n 大于预测变量个数p[２]．为此,在处理高维度且变量间有强相关性的生存数据时,传统Cox模型就不

再适用了．
虽然文献[３－５]能通过在系数的绝对值之和上增加一个约束条件来降低高维生存资料的维数,进而改

善Cox模型的拟合效果,但是当p≫n 时,它却最多只能选择n 个自变量,且缺少解释分组效应信息的能

力．为了克服这些缺陷,文献[６]提出了ElasticNet方法．本文将 ElasticNet用于 Cox模型中,建立 ENＧ
Cox模型,对高维度、强相关变量的变量选择问题[７－９]进行了有益的探索．

１　相关原理介绍

１􀆰１　Cox模型

常用的Cox模型为:

h(t|X)＝h０(t)exp(βTX)＝

h０(t)exp(∑
p

k＝１
βkXk) (１)

其中:X＝(X１,X２,􀆺,Xp)T 为协变量,h０(t)为基准风险函数,β＝(β１,β２,􀆺,βp)T 为回归系数．

Cox模型中的参数往往采用偏似然函数来估计[１０－１１]．
记观测数据为(Zi,δi,Xi),i＝１,２,􀆺,n,Zi 为第i个个体的研究时间,δi 为示性函数,事件删失时
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δi＝０,事件发生时δi＝１,Ri 为ti 时刻个体的风险集,则Cox模型的偏似然函数为:

L(β)＝∏
n

i＝１

exp(βTXi)

∑j∈Ri
exp(βTXj){ }

δi

(２)

其中Xi＝(xi１,xi２,􀆺,xip)为第i个观测样本的p 个协变量,且(２)式对有结的情形成立．通常情况下,

把L(β)看作一般的似然函数,则通过求其极大值点,可得到β 的极大似然估计．

在Cox模型中,时间Zi 处的偏残差[１２－１４] 定义为ri
∧
＝(ri１

∧ ,ri２
∧ ,􀆺,rip

∧ ),具体表达式为:

rir
∧

＝xir －E(xir|Ri)＝

xir －
∑
l∈Ri

xlrexp(βTxl)

∑
l∈Ri

exp(βTxl)
(３)

它反映了观察值xir 与给定风险集Ri 时xir 的条件期望之间的差异．
１􀆰２　ElasticNet方法

ElasticNet,即弹性网技术,是由 Lasso衍生的一种更能有效处理高维小样本数据的方法．它是在

Lasso的基础上,通过引入系数的二次惩罚而得到的[６]．
假设数据的样本量为n,预测变量个数为p,响应变量y＝(y１,􀆺,yn)T,预测变量xj ＝(x１j,􀆺,

xnj)T,j＝１,􀆺,p,X 是由p个预测变量组成的矩阵．事先对响应变量进行中心化处理,对预测变量进行标

准化处理,于是,对普通线性模型,Lasso方法[３] 可定义为:

β
∧(Lasso)＝argmin{‖y－Xβ‖２＋λ‖β‖１} (４)

其中:‖β‖１＝∑
p

j＝１
|βj|,λ 为非负的调整参数．

对(４)式引入系数的二次惩罚,得到ElasticNet方法[６] 的定义为:

β
∧(EN)＝argmin{‖y－Xβ‖２＋λ２‖β‖２＋λ１‖β‖１} (５)

其中:λ１ 和λ２ 为非负的调整参数,‖β‖２＝∑
p

j＝１
β２

j,‖β‖１＝∑
p

j＝１
|βj|．λ１＝０时得到的是岭估计,λ２＝０

时得到的是Lasso估计．
ElasticNet本质上是一个严格的凸优化问题,故有以下引理．

引理１[６,１５]　 假设xi＝xj,i,j∈ {１,２,􀆺,p},如果优化问题是严格凸的,则对 ∀λ＞０,有βi
∧
＝βj

∧

成立．

引理２[１５]　 给定数据(X,y)以及参数(λ１,λ２),y 已经中心化且X 已经标准化．令β
∧(λ１,λ２)表示

ElasticNet估计．假设βi
∧ (λ１,λ２)βj

∧ (λ１,λ２)＞０．
定义

Dλ１,λ２(i,j)＝
１

‖y‖１
βi

∧ (λ１,λ２)－βj
∧ (λ１,λ２)

则

Dλ１,λ２(i,j)≤
１
λ２

２(１－ρ)

其中:ρ＝xT
ixj 为样本相关系数,且 ‖xi－xj‖２＝２(１－ρ)．Dλ１,λ２(i,j)刻划了两个变量系数估计之间

的差距．相关系数越大,它们系数估计的差距就越小．如果xi 和xj 强相关,则相关系数ρ→１．由此可知,βi
∧

与βj
∧

之间的差异几乎为零．于是,该引理表明,ElasticNet具有组效应性质,即强相关变量得到的系数估计

大致相同．
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２　ElasticNet方法在Cox模型中的应用

２􀆰１　Cox模型ElasticNet估计的定义

传统的Cox模型只适用于p＜n,且自变量之间相互独立,至少不允许存在强相关性的情况．当p≫n
时,在Cox模型下,第i个个体的风险函数为

h(ti)＝h０(ti)exp(βTXi)

其中X＝(X１,X２,􀆺,Xn)T 为协变量矩阵．令h０(t)恒定,则此时Cox模型的似然函数为:

L(β)＝∏
n

i＝１

exp(∑
p

k＝１
βkxik)

∑j∈Ri
exp(∑

p

k＝１
βkxjk)

进一步,Cox模型部分对数似然函数[１９] 为:

l(β)＝
１
n∑

n

i＝１

{βTXi－ln[∑
j∈Ri

exp(βTXj)]}＝

１
n∑

n

i＝１

{∑
p

k＝１
βkxik －ln[∑

j∈Ri

exp(∑
p

k＝１
βkxjk)]} (６)

回归参数β 的估计就是通过极大化(６)式求得．
于是,可通过极小化(６)式的相反数并添加上适当的惩罚项来定义Cox模型的ElasticNet估计．结合

(５)式,具体过程如下:

β
∧(ENＧCox)＝argmin １

n∑
n

i＝１

{－βTXi＋ln[∑
j∈Ri

exp(βTXj)]}＋λ２‖β‖２＋λ１‖β‖１{ } (７)

２􀆰２　Cox模型ElasticNet估计的性质

由引理１,２可知,ElasticNet具有组效应,强相关变量得到的系数估计大致相同．现研究 Cox模型

ElasticNet估计的组效应性质．
定理１　 对Cox模型,给定数据(Zi,δi,Xi)以及参数(λ１,λ２),响应变量已经中心化且自变量已经标

准化．令β
∧(λ１,λ２)表示ElasticNet估计．其中,βa

∧ (λ１,λ２)和βb
∧ (λ１,λ２)是任意一组强相关变量xa 和xb

的系数．假设βa
∧ (λ１,λ２)βb

∧ (λ１,λ２)＞０．定义

Dλ１,λ２(a,b)＝ βa
∧ (λ１,λ２)－βb

∧ (λ１,λ２)
则

Dλ１,λ２(a,b)→０
　　 证明:

由于βa
∧ (λ１,λ２)βb

∧ (λ１,λ２)＞０,故符号函数sgn{βa
∧ (λ１,λ２)}＝sgn{βb

∧ (λ１,λ２)},且βa
∧ (λ１,λ２)≠０,

βb
∧ (λ１,λ２)≠０．

现令βm
∧ (λ１,λ２)≠０,β

∧(λ１,λ２)满足

∂L(λ１,λ２,β)
∂βm β＝β

∧(λ１,λ２)
＝０

其中

L(λ１,λ２,β)＝
１
n∑

n

i＝１

{－βTXi＋ln[∑
j∈Ri

exp(βTXj)]}＋λ１‖β‖１＋λ２‖β‖２＝

１
n∑

n

i＝１

{－∑
p

k＝１
βkxik ＋ln[∑

j∈Ri

exp(∑
p

k＝１
βkxjk)]}＋λ１∑

p

k＝１
|βk|＋λ２∑

p

k＝１
β２

k

则
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１
n

(－∑
n

i＝１
xia ＋∑

n

i＝１

∑
j∈Ri

xjaexp(∑
p

k＝１
βkxjk)

∑
j∈Ri

exp(∑
p

k＝１
βkxjk)

)＋λ１sgn{βa
∧ (λ１,λ２)}＋２λ２βa

∧ (λ１,λ２)＝０

于是

βa
∧ (λ１,λ２)＝

１
２λ２

{１
n∑

n

i＝１
xia －

１
n∑

n

i＝１

∑
j∈Ri

xjaexp(∑
p

k＝１
βkxjk)

∑
j∈Ri

exp(∑
p

k＝１
βkxjk)

－λ１sgn{βa
∧ (λ１,λ２)}} (８)

同理

βb
∧ (λ１,λ２)＝

１
２λ２

{１
n∑

n

i＝１
xib －

１
n∑

n

i＝１

∑
j∈Ri

xjbexp(∑
p

k＝１
βkxjk)

∑
j∈Ri

exp(∑
p

k＝１
βkxjk)

－λ１sgn{βb
∧ (λ１,λ２)}} (９)

由(８),(９)式得到

βa
∧ (λ１,λ２)－βb

∧ (λ１,λ２)＝
１

２λ２n∑
n

i＝１
xia －

∑
j∈Ri

xjaexp(∑
p

k＝１
βkxjk)

∑
j∈Ri

exp(∑
p

k＝１
βkxjk)

－xib ＋
∑
j∈Ri

xjbexp(∑
p

k＝１
βkxjk)

∑
j∈Ri

exp(∑
p

k＝１
βkxjk)

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

(１０)

由(３),(１０)式可变形为

βa
∧ (λ１,λ２)－βb

∧ (λ１,λ２)＝
１

２λ２n∑
n

i＝１

[xia －(xia －ria
∧ )－xib ＋(xib －rib

∧ )]＝

１
２λ２n∑

n

i＝１

(ria
∧

－rib
∧ )＝

１
２λ２n

(∑
n

i＝１
ria

∧
－∑

n

i＝１
rib

∧ )＝

１
２λ２

[E(ria
∧ )－E(rib

∧ )] (１１)

由于xa 和xb 强相关,即相关系数ρ →１,故

|xia －xib|→０　　　|E(xia)－E(xib)|→０
从而

|[xia －E(xia|Ri)]－[xib －E(xib|Ri)]|≤
|xia －xib|＋|E(xia|Ri)－E(xib|Ri)|→０

由(３)式有

ria
∧

－rib
∧

→０　　　 E(ria
∧ )－E(rib

∧ ) →０
故在(１１)式中

βa
∧ (λ１,λ２)－βb

∧ (λ１,λ２)＝
１

２λ２
[E(ria

∧ )－E(rib
∧ )] →０

即Dλ１,λ２(a,b)→０．这表明Cox模型的ElasticNet估计具有组效应性质,相关系数越大,它们系数估计的

差距就越小．
２􀆰３　 数值模拟

定理１从理论上揭示了 Cox模型的 ElasticNet估计具有组效应性质．对于具有强相关性的变量,

ENＧCox能将强相关变量全部选入模型,而并非只选择其中的一个,且相关系数越大,它们系数估计的差距

就越小．现通过数值模拟来加以验证．

设xi ~N(０,１),i＝１,２,􀆺,１０,其中x３＝x２,x１０＝x９,x４＝x１＋
１
２x２＋

１
２x３．考虑Cox模
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型h(t)＝h０(t)exp(∑
１０

i＝１
βixi),t~U[０,１],且真实参数为(－１,１,１,０,２

３
,０,０,０,２,２)T．由假设可知,

在真实模型中有两组强相关变量,分别为x３ 与x２,x１０ 与x９,且x４,x１,x２ 与x３ 之间存在共线性．
将上述模型模拟１０００次,得到n＝１０００,p＝１０的样本．为了验证ElasticNet方法能将强相关变量

全部选入Cox模型而Lasso方法无此功效,分别运用Lasso方法和ElasticNet方法进行变量筛选．由于EＧ
lasticNet方法的解经转换后可表达为Lasso方法的解的形式,故可利用最小角回归算法解决其算法问题．
结合Lars算法[１６],在R软件[１７－１８]中进行变量筛选,得到的系数估计见表１．

表１　数值模拟得到的系数估计值

方法 x１ x２ x３ x４ x５ x６ x７ x８ x９ x１０

Lasso －０􀆰９９６１ １􀆰９９６４ ０ ０ ０􀆰６６８２ ０􀆰００１８ －０􀆰００３２ ０􀆰００１１ ３􀆰９９８９ ０
EN －０􀆰９９５９ ０􀆰９９５８ ０􀆰９９５８ ０ ０􀆰６６５３ ０􀆰００１６ －０􀆰００２２ ０􀆰０００６ １􀆰９９８４ １􀆰９９８４

　　分析表１可得如下比较结果:

１)对于与其它变量存在共线性的x４,Lasso方法和ElasticNet方法均没有将其选入模型．这表明,这

两种方法在处理一般共线性问题上均是有效的．
２)对于强相关变量x３ 与x２,Lasso方法只筛选出了x２,而ElasticNet方法则把二者同时选入模型;

同样,对于强相关变量x１０与x９,Lasso方法也只选出了x９,而ElasticNet方法则把x１０与x９ 同时选入模

型．这表明,对于存在强相关性的数据,运用ElasticNet方法筛选出的变量更接近于真实模型．
２􀆰４　实例分析

本实例来自于对某高校在校大学生手机卡使用情况的问卷调查．调查采用问卷填写方式,共收集了从

２００７年１月至２０１４年１月７年内的３８９份问卷,其中９份为无效问卷,将其剔除后最终得到３８０份有效问

卷．随机抽取其中的３００份作为训练集,剩余的８０份作为检验集．现把手机卡在研究中的持续使用时间记

为t．若在研究结束前手机卡停止使用,则将退出原因标注为流失;若在研究结束前手机卡没有停止使用或

无法判断其是否停止使用,则标注为删失．部分数据见表２．
表２　部分数据样本

编号 t/a 退出原因 x１ x２ x３ x４ x５ x６ x７ x８ x９ x１０

１ ６ 删失 ２ ６ １ １ ２ １ １ ３ ２ ２
２ １ 流失 ２ ３ １ １ １ １ １ ２ ２ １
３ １ 流失 １ ３ ２ ２ １ １ ２ ２ ２ １
４ １ 流失 １ ６ １ １ １ １ ２ ２ １ １
５ ４ 删失 ２ ４ ２ ２ １ １ １ ５ ２ ４
􀆺 􀆺 􀆺 􀆺 􀆺 􀆺 􀆺 􀆺 􀆺 􀆺 􀆺 􀆺 􀆺

３８０ ２ 流失 ２ ２ ２ ２ ２ １ １ ２ ３ １

　　表２中:x１＝１,２分别表示男性和女性;x２＝１,２,３,４,５,６,７分别对应大一至研三７个年级;x３＝１,２
表示是否学生干部;x４＝１,２表示是否少数民族;x５＝１,２表示是否农业户口;x６＝１,２表示是否生源地就

读;x７＝１,２表示是否移动;x８＝１,２,３,４,５分别表示月均电话费用为０~２０元、２０~４０元、４０~６０元、６０
~８０元及８０元以上;x９＝１,２,３分别表示售后服务质量为好、中、差;x１０＝１,２,３,４分别表示月均生活费

用为０~４００元、４００~８００元、８００~１２００元及１２００元以上．
经分析,上述生存资料的变量并非相互独立,而是存在一定的相关性,甚至某些变量间还存在着很强的

相关性,如x２ 与x８ 的相关系数为０􀆰１１１,而x８ 与x１０的相关系数高达０􀆰８３７,不符合传统Cox模型的条件．
一方面,运用Cox模型向后逐步法,对整理好的数据进行变量筛选．筛选准则为α＝０􀆰０５,剔除准则为

α＝０􀆰１０．另一方面,运用ENＧCox,对整理好的数据进行变量筛选．考虑到ElasticNet方法的解经转换后

可表示为Lasso方法的解的形式,故可利用最小角回归算法解决其算法问题．结合 Lars算法[１６],在 R软

件[１７－１８]中进行变量筛选．
两种方法的筛选结果见表３．

５第７期　　　　　　 　李春红,等:ElasticNet方法在Cox模型变量选择中的研究



表３　逐步法及ENＧCox得到的系数估计值

方法 x１ x２ x３ x４ x５ x６ x７ x８ x９ x１０

逐步法 ０ －０􀆰１９４ ０ ０ ０ －０􀆰３１０ ０ ０􀆰１９０ ０􀆰７３４ ０
ENＧCox ０ －０􀆰１１２ ０􀆰００４ －０􀆰０２３ ０􀆰１２４ －０􀆰２８４ ０ ０􀆰０１９ ０􀆰３１３ ０􀆰０２６

　　表３显示,由逐步法筛选出的变量有４个,而由ENＧCox筛选出的变量有８个．
进一步分析表３,可得到如下比较结果:

１)两种方法均没有将x１ 和x７ 选入模型,表明手机卡的使用情况与被调查者的性别及所属的通讯运

营商无关;此外,x２ 和x６ 均为负值,表明那些属于高年级、不在生源地就读的学生,其流失概率往往较

小,而x８ 和x９ 均为正值,表明学生的月均电话费用越高或运营商的售后服务质量越差,客户的流失概率

越大．这些均与实际情况相符,说明将ElasticNet方法运用于Cox模型是可行的．
２)对于具有较强相关性的变量x８ 与x１０,逐步法只选择了x８,而ENＧCox能将两者同时选入模型,这

表明ENＧCox能将强相关变量全部选入模型;同时注意到,在所有系数的估计值中,二者系数的差距最小,
这表明ENＧCox能体现变量间的相关性,且相关系数越大,它们系数估计的差距就越小,即体现了ENＧCox
的组效应性质．

３)在拟合效果方面,根据 Nagelkerke[１９－２０]给出的在删失生存数据条件下的模型评价标准R２ ＝１－

exp－
２
n

[l(β
∧)－l(０)]{ } ,可以得到逐步法的R２ 为０􀆰１９３,而ENＧCox的R２ 为０􀆰３６４,R２(ENＧCox)＞R２

(逐步法),表明ENＧCox的模型拟合效果优于逐步法．
４)在预测能力方面,利用检验集中的数据,对逐步法和ENＧCox进行预测能力比较．结果见表４．

表４　预测能力比较

方　法 预测错误率 方　法 预测错误率

逐步法 ０􀆰４１２５ ENＧCox ０􀆰２１２５

　　表４显示ENＧCox的预测出错率较低,表明ENＧCox的预测能力优于逐步法．

３　结　论

Cox模型是一种处理生存数据的经典方法,但美中不足的是,其往往只适用于处理低维度、不相关或不存

在强相关的生存数据,故在处理高维度、变量间有强相关性的生存数据时,传统Cox模型就不再适用了．
为克服这一缺陷,本文鉴于ElasticNet能有效处理高维小样本、强相关数据的事实,将ElasticNet方

法运用于Cox模型的变量选择中,证明Cox模型的ElasticNet估计具有组效应性质,并通过数值模拟验证

了ElasticNet方法能将强相关变量全部选入Cox模型而Lasso方法无此功效．此外,结合某高校在校大学

生手机卡的使用实例,通过比较逐步法和ENＧCox的输出结果,进一步肯定了ElasticNet方法运用于Cox
模型的可行性,再次验证了ENＧCox模型能将强相关变量全部选入模型,且在预测能力和拟合效果方面均

优于传统Cox模型．值得一提的是,调查问卷只代表了调查时间段内被调查者的消费习惯和消费结构,故在

进行预测时,所得结果是具有特定性和时效性的,但当样本增大时,所得预测结果还是有一定的合理性的．
综上,ElasticNet方法能有效克服传统Cox模型的不足,使 Cox模型的拟合效果和预测能力得到改善．
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Abstract:Inthisstudy,theelasticnetmethodwasusedforvariableselectionoftheCoxmodel,andan
ENＧCoxmodelwasestablished．TheestimationsoftheCoxmodelobtainedprovedtohavethegroupeffect
property．Anumericalsimulationshowedthattheelasticnetmethodcouldselectallthestrongcorrelation
variablesintotheCoxmodelwhiletheLassomethodcouldnot．Anempiricalanalysisfurtherconfirmed
thefeasibilityofapplyingtheelasticnetmethodtotheCoxmodelandverifiedthattheENＧCoxmodelwas
superiortothetraditionalCoxmodelinfittingeffectandforecastingability．
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