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四阶Schrödinger方程的动态分歧①

代文霞,　朱朝生

西南大学 数学与统计学院,重庆４００７１５

摘要:对具有 Dirichlet边界条件的四阶Schrödinger方程给出了分歧分析,证明了当参数λ穿过第一临界值λ＝αλ１

时,该问题分歧出一个吸引子．该分析以最近创立的新的吸引子分歧理论为基础,同时运用了特征值分析和中心流

形约化方法．
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本文将考虑在有界区域Ω ⊂Rn(１≤n≤３)具有Dirichlet边界条件的四阶Schrödinger方程的不变集

和吸引子的分歧:

ut－(α＋iβ)Δu＋(α＋iβ)Δ２u＋(σ＋iρ)|u|４u－λu＝０ x ∈Ωn,t∈R＋

u(x,０)＝ϕ＋iψ x ∈Ωn

u|ƏΩ ＝０
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(１)

其中:未知函数u:Ω×[０,∞) →C是复值函数;Ω ⊂Rn 是Rn 的一个开有界光滑的区域;参数α,β,σ,

ρ 是实数,并且α ＞０,σ ＞０．

１　 基本理论

众所周知,非线性 Schrödinger方程一直是数学物理学科重要研究课题之一,该方程又称非线性

Schrödinger波动方程,这个方程是奥地利物理学家Schrödinger于１９２６年提出的,它是量子力学最基本的

方程之一,它揭示了微观物理世界物质运动的基本规律．在量子力学中,体系的状态不能用力学量的值来

确定,而是要用力学量的函数u(x,t)即波函数来确定,因此波函数成为量子力学研究的主要对象,力学

量取值的概率分布如何,这个分布随时间如何变化,这些问题都可以通过求解波函数的Schrödinger方程得

到解答．同时非线性Schrödinger方程作为非线性波的基本模型在物理学许多领域广泛应用,并且是表述非

线性波列在非线性、强色散、双曲系统中慢变振幅现象的一般方程[１]．四阶非线性Schrödinger方程是考虑

四阶色散项在带有 Kerr非线性特征的强激光束在大量介质传播中所起的作用中提出的[２－３]．该方程的物理

模型出现在物理学的许多领域,如非线性光学、等离子物理、超导体和量子力学等[４－６]．很多学者对四阶非

线性Schrödinger方程做了大量的研究[２－３,７－１１]．
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本文研究四阶Schrödinger方程的动态分歧．动态分歧理论的基本原理主要来源于文献[１２－１３],其中

文献[１２]介绍了非线性发展方程的动态分歧,文献[１３]介绍了动态分歧理论及其在GinzburgＧLandau方程

中的应用．本文将利用文献[１２－１３]的基本原理证明问题(１)吸引子的分歧结果．为此下面我们首先简述本

文有关的一些吸引子分歧的基本理论．
令 H 和H１ 是两个 Hilbert空间,H１ ⤿ H 是紧稠密包含,考虑下面非线性演化方程

du
dt＝Lλu＋G(u,λ) (２)

u(０)＝u０ (３)

其中u:[０,∞) →H 是未知函数,λ ∈R１ 是一个参数,Lλ:H１ →H 是连续依赖于参数λ ∈R１ 的线

性全连续场,它满足

Lλ ＝－A＋Bλ 是一个扇形算子

A:H１ →H 是一个线性同胚

Bλ:H１ →H 是一个参数化的线性紧算子

ì
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í
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(４)

很容易得到Lλ 产生一个解析半群{e－tLλ }t≥０．在内插空间Hα ＝D(Lα
λ)中,对任意的０≤α ≤１,我们可以

定义一个分数指数算子Lα
λ,即,如果α１ ＞α２,那么 Hα１ ⊂ Hα２

,并且有 H０＝H．
对某个０≤α ＜１,假定非线性项G(,λ):Hα →H 是Cr(r≥１)的有界映射,连续地依赖于λ ∈

R１,并且满足G(u,λ)＝o(‖u‖Hα
),∀λ ∈R１,这里 Hα 为扇形算子Lλ 决定的分数次空间．

事实上,在本文中,对于算子Lλ ＝－A＋Bλ,要确定Lλ 是一个扇形算子,需要满足以下条件:

取A 的一个特征值序列{ρk}⊂C和一个特征向量序列{ek,hk}⊂ H１,满足条件

Azk ＝ρkzk,zk ＝ek ＋ihk

Reρk → ∞,Reρk k → ∞

Reρk ＋a|≤C a 是常数,C ＞０

ì
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(５)

其中{ek,hk}是 H 的一组基．
(５)式指出A 是一个扇形算子．因此,在区域 Hα ＝D(Aα)内,定义分数次幂算子Aα,对于算子Bλ:

H１ →H,我们假设存在一个常数０≤θ ＜１,使得Bλ:H１ →H,∀λ ∈R１ 有界．令{Sλ(t)}t≥０ 为一

个由(２)式产生的算子半群,则{Sλ(t)}t≥０ 有如下性质:

１)对 ∀t≥０,{Sλ(t)}t≥０:H →H 是一个线性连续算子．

２)Sλ(０)＝I:H →H 是H 上的恒等算子．

３)对 ∀t,s≥０,Sλ(t＋s)＝Sλ(t)Sλ(s)．
则(２)和(３)的解可以表示为u(t)＝Sλ(t)u０,t≥０．

定义１　 称集合Σa ⊂H 为(２)式的不变集,如果对 ∀t≥０,S(t)Σa＝Σa．称不变集Σa⊂H 是(２)

式的一个吸引子,如果Σa 是紧的,且存在Σa 的领域U ⊂ H,使得对任意的φ ∈U 有

lim
t→∞

distu(u(t,φ),Σa)＝０ (６)

满足(６)式的最大开集U 被称为Σa 的吸引域．
定义２　１)我们称(２)式从(u,λ)＝(０,λ０)分歧出一个不变集Ωλ,如果存在(２)式的一个不变集序列

{Ωλn
},且０∉Ωλn

,使得:

lim
n→∞

λn ＝λ０,lim
n→∞

max
x∈Ωλn

|x|＝０

　　２)如果这些不变集Ωλ 是(２)式的吸引子,则称这种分歧为吸引子分歧．

　　３)如果(２)式从(０,λ０)分歧出的吸引子Ωλ 与m 维球面Sm 有相同的同调群,则称(２)式从(０,λ０)处
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有一个Sm 吸引子分歧,并称Ωλ 为分歧出的m 维同调球,特别地,若Ωλ 与球面Sm 同胚,则称Ωλ 为分歧

出的Sm 球面吸引子．

２　 吸引子分歧

下面我们将利用上面介绍的吸引子分歧基本原理研究问题(１)．为此,引入下面记号:

Hk(Ω,C)＝{u１＋iu２|uj ∈ Hk(Ω),j＝１,２}

H０
１(Ω,C)＝{u ∈ H１(Ω,C)|u|ƏΩ＝０}

其中 Hk 是一般的实值Sobolev空间,令λ１ 是－(Δ－Δ２)关于Dirichlet边界条件的第一个特征值．
本文将要证明的主要结果如下:

定理１　１)当λ ≤αλ１ 时,u＝０是(１)式的一个全局渐进稳定的平衡点．

２)当λ 穿过αλ１ 时,即ε＞０时,对任意αλ１ ＜λ ＜αλ１＋ε,问题(１)从(u,λ)＝(０,αλ１)分歧出一

个吸引子Σaλ．

３)分歧吸引子Σaλ 的维数为１≤Σaλ ≤２,Mk 为二维环形流形且Mk＋１ ⊂Mk,即Σaλ ＝∩
∞

k＝１
Mk．

４)当β ≠０时,这个分歧是一个 Hopf分歧,即Σaλ ＝S１,它是渐进稳定的．

５)当β＝０,ρ ≠０时,分歧吸引子Σaλ 是一个周期轨道,是一个同调球．

６)对每一个αλ１ ＜λ＜αλ１＋ε分歧吸引子Σaλ 吸引开集L２(Ω,C)/Γ,Γ 的稳定流形在L２(Ω,C)中

有余维２．
证 　 第一步,令u＝u１＋iu２,那么问题(１)等价于如下形式

Əu１

Ət ＝αΔu１－βΔu２－αΔ２u１＋βΔ２u２＋λu１－σ|u|４u１＋ρ|u|４u２

Əu２

Ət ＝βΔu１＋αΔu２－βΔ２u１－αΔ２u２＋λu２－σ|u|４u２－ρ|u|４u１

u１(x,０)＝ϕ(x),u２(x,０)＝ψ(x)

ì

î

í
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ïï
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ï
ï

(７)

令 H１＝H４(Ω,C)∩ H１
０(Ω,C),H ＝L２(Ω,C)．

－Au＝
α(Δ－Δ２)u１－β(Δ－Δ２)u２

β(Δ－Δ２)u１＋α(Δ－Δ２)u２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

Bλu＝λ
u１

u２

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

Gu＝
－σ|u|４u１＋ρ|u|４u２

－σ|u|４u２－ρ|u|４u１

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

我们知道 H １
２
＝H１

０(Ω,C)．根据Sobolev嵌入定理和１≤n ≤３,映射G:H １
２

→H 是C∞ ．那么G(u,

λ)＝o(‖u‖Hα
)成立．

令{λk}⊂R和{ek}⊂ H４(Ω)∩ H１
０(Ω)是－(Δ－Δ２)带Dirichlet边界条件的特征值和特征向量

－(Δ－Δ２)ek ＝λkek

ek|ƏΩ＝０{
特征值λk 具有性质当k → ∞ 时

０＜λ１ ＜λ２ ≤  ≤λk ≤ ,λk → ∞
并且{ek}是L２(Ω)的一个正交基．

那么,我们很容易得到A 的特征值是αλk ±iβλk,k＝１,２,,对应的特征向量是zk ＝ek ＋iek,并且
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{ek,iej|１≤k,j＜ ∞}是 H 的正交基．Lλ ＝－A＋Bλ 的特征值是

(λ－αλk)±iβλk,k＝１,２, (８)

此外,空间 H 和H１ 能够分解成

H１＝E１ E２ 和 H ＝E１ E２

E１＝{x１e１＋iy１e１|x１,y１ ∈R}

E２＝{Σa∞
k＝２(xk ＋iyk)ek|Σa∞

k＝２λ
２
k(x２

k ＋y２
k)＜ ∞}

E２＝{Σa∞
k＝２(xk ＋iyk)ek|Σa∞

k＝２(x
２
k ＋y２

k)＜ ∞}

算子Lλ 能够分解成

Lλ ＝Lλ
１Lλ

２

Lλ
１＝Lλ|E１

:E１ →E１,Lλ
２＝Lλ|E２

:E２ →E２

根据中心流形定理,(１)式的吸引子分歧等价于分歧方程

dx
dt＝(λ－αλ１)x１＋βλ１y１＋P１G１(x１＋iy１＋h)

dy
dt＝－βλ１x１＋(λ－αλ１)y１＋P１G２(x１＋iy１＋h)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(９)

其中h＝h１＋h２ 是中心流形函数并且满足

h(x１,y１)＝o(|x１|＋|y１|)

P１Gi(u)(i＝１,２)满足

P１G１(u)＝∫Ω
[－σ|u|４u１＋ρ|u|４u２]e１dx

P１G２(u)＝∫Ω
[－σ|u|４u２＋ρ|u|４u１]e１dx

u＝u１＋iu２＝Σa∞
k＝１(xk ＋iyk)ek

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(１０)

第二步,由(５)式可以推导出

１
２

d
dt∫Ω

|u|２dx＝∫Ω
(－α|∇u|２－α|Δu|２＋λ|u|２－σ|u|６)dx ≤

－∫Ω
[(αλ１－λ)|u|２＋σ|u|６]dx

所以当λ ≤αλ１,u＝０是(２)式的一个全局渐进稳定平衡点．
第三步,(１)式有一个全局吸引子[１４],很显然,对Lλ 的特征值(６),当λ０＝αλ１ 成立时,(２)式从(u,

λ)＝(０,αλ１)分歧出一个吸引子Σaλ,并吸收 H/Γ．
第四步,现在证明Σaλ＝S１．当β≠０时,这个分歧是一个典型的Hopf分歧．因此需要考虑另一种情况

β＝０．分歧方程(７)变成

dx
dt＝εx＋P１G１(xe１＋h１＋iye１＋ih２)

dy
dt＝εy＋P１G２(xe１＋h１＋iye１＋ih２)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(１１)

其中ε＝λ－αλ１ ＞０充分小．由(８)式有

P１G１(x,y)＝a(－σx５＋ρy５－σy４x＋ρx４y－２σx３y２＋２ρx２y３)＋o(|x|５＋|y|５)

P１G２(x,y)＝a(－σy５－ρx５－σx４y－ρy４x－２σx２y３－２ρx３y２)＋o(|x|５＋|y|５)

其中:u１＝xe１＋h１(x,y),u２＝ye１＋h２(x,y),a＝∫Ω
e１

６dx ＞０．所以(９)式变为
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dx
dt＝εx＋a(－σx５＋ρy５－σy４x＋ρx４y－２σx３y２＋２ρx２y３)＋o(|x|５＋|y|５)

dy
dt＝εy＋a(－σy５－ρx５－σx４y－ρy４x－２σx２y３－２ρx３y２)＋o(|x|５＋|y|５)

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(１２)

由此可以看出吸引子Σaλ 没有非零奇点,即由(５)式得

∫Ω
u２

Əu１

Ət －u１
Əu２

Ət
æ

è
ç

ö

ø
÷dx＝∫Ω

[β(|∇u|２＋|Δu|２)＋ρ|u|６]dx,|ρ|＋|β|≠０

(１)式的奇点u＝０是唯一的,所以Σaλ 有S１ 的同伦型,当ρ ≠０时,Σaλ 至少包含一个周期轨道．
做极坐标变换x＝rcosθ,y＝rsinθ,那么(１０)式变为

dr
dθ＝ －ε＋aρr４＋２aρr４cos５θsinθ＋２aρr４cosθsin５θ＋o(r５)

aρr３

r(０)＝r０

ì

î

í

ïï

ïï

(１３)

由(１１)式得

aρ
４

(r４(２π)－r４(０))＝∫Ω
[－ε＋aρr４＋２aρr４cos５θsinθ＋２aρr４cosθsin５θ＋o(r５)]dθ

由于r４＝r４(θ,r０)关于r０ ＞０是C∞ 的,根据泰勒公式展开得

r４(θ,r０)＝r４
０ ＋R(θ)o(|r０|４),R(０)＝０

因此

aρ
４

(r４(２π)－r４(０))＝－２πε＋２πaσr０
４＋o(|r０|４)

很明显初值r０ ＞０在(１１)式中满足

２πε－２πaσr０
４＋o(|r０|４)＝０ (１４)

与(１０)式的周期轨道有关．很容易得到(１２)式在r０＝０的解r０
２ 是唯一的．因此当ρ≠０时,Σaλ 是一个周

期轨道．定理１证毕．
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DynamicBifurcationoftheFourＧOrderSchrödingerEquation

DAIWenＧxia,　ZHUChaoＧsheng
SchoolofMathematicsandStatistics,SouthwestUniversity,Chongqing４００７１５,China

Abstract:AbifurcationanalysisonthefourＧorderSchrödingerequationwithDirichletboundarycondition

ispresentedinthispaper．Itisprovedthattheproblembifurcatesanattractorasλcrossesthefirstcritical

valueλ＝αλ１．Theanalysisisbasedonanewlydevelopedattractorbifurcationtheory,togetherwiththeeiＧ

genvalueanalysisandthecentermanifoldreduction．

Keywords:fourＧorderSchrödingerequation;bifurcation;Dirichletboundarycondition
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