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快慢型Lorenz系统的非线性动力学研究①
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摘要:基于Lyapunov函数稳定性理论研究了快慢型Lorenz系统的平衡点、全局指数吸引集等问题,进行了计算机

模拟,验证了理论计算的正确性与可行性．
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混沌系统在非线性电路、混沌保密通信、图像加密中有着非常重要的应用[１－２]．混沌系统的全局吸引

域是研究混沌系统的一个重要方向．本文研究了一类快慢Lorenz混沌系统(１)的最终有界集和全局吸引集,
创新之处在于研究了 ∀ε＞０时的快慢型Lorenz系统(１)的全局吸引集,并将系统(１)取不同参数时的全局

吸引集表达式统一到一个数学表达式中,并且利用交集的思想得到了系统(１)正半轨线最终界的一个较小

估计．

１　 动力学模型

１９６３年,美国气象学家LorenzEN在研究天气的变化规律时,建立了著名的Lorenz混沌系统模型．由
于研究Lorenz混沌系统的快慢流形和奇异性质的需要,范兴华和田立新等人在Lorenz混沌系统模型上提

出了快慢型Lorenz系统,并且对快慢型Lorenz系统轨线的奇异性做了定量和定性分析[３]．范兴华等提出

图１　 系统轨线的相图

的快慢型Lorenz系统的数学模型为[３]:
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其中:ε＞０为系统(１)的参数．模型(１)可用来描述热

对流管中的环流运动轨迹．在系统(１)中变量x,y,z
分别代表流体速度、水平的温度差和垂直的温度差,

２８是常数与流体的 Rayleigh数成比例,８
３

是与空间

相关的常数．当ε＝０􀆰１,初值(x(０),y(０),z(０))＝(３􀆰２;８􀆰５;３􀆰５)时,系统(１)轨线的相图见图１．
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２　 主要动力学特性分析

２􀆰１　 不变集

z轴为系统(１)的一个正向不变集,并且当把系统(１)限制在z轴上可以得到方程z
􀅰
＝－

８ε
３z,由于这个

方程的解为
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因此从z轴上任何点出发的轨线当t→＋∞ 时都趋于点(０,０,０)．
２􀆰２　 耗散性和吸引子的存在性

对于系统(１),记
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所以系统(１)是耗散的,并且根据动力系统的基本理论可知系统(１)存在吸引子[４－５]．
２􀆰３　 平衡点及渐近稳定性

对于系统(１),S０＝(０,０,０),S＋＝６２,６２,２７( ) ,S－＝ －６２,－６２,２７( ) 是系统(１)的３个平

衡点．由于系统(１)的其它平衡点总是可以平移到坐标原点(０,０,０)．因此只考虑系统(１)的平衡点S０ ＝
(０,０,０)的稳定性．系统(１)在平衡点S０＝(０,０,０)的雅可比矩阵为
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从而系统(１)在平衡点S０＝(０,０,０)的特征方程为
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如果记m＝１＋
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,s＝－７２ε２．系统(１)在平衡点S０＝(０,０,０)特征方程为

Fλ( ) ＝λ３＋mλ２＋hλ＋s＝０ (４)
由RouthＧHurwitz准则知,当且仅当m ＞０,mh－s＞０,s＞０时,特征方程(４)的特征根的实部全部为

负数,此时平衡点S０＝(０,０,０)是渐近稳定的．系统(１)的其它平衡点的稳定性可以类似得到．
２􀆰４　 全局吸引集

下面我们考虑对 ∀ε＞０,系统(１)的全局指数吸引集．为此,我们引入下面的引理．
引理１　 对于定义的集合
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　　 证 　 根据求函数条件极值的拉格朗日乘数法容易证明．
　　 定理１　 对 ∀ε＞０,下面所定义的集合
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为系统(１)的一个最终有界和正向不变集．这里
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　　 证 　 构造广义Lyapunov函数

V(x,y,z)＝V X( ) ＝mx２＋λy２＋λz－
m＋２８λε

λε
æ

è
ç

ö

ø
÷

２

　　　∀m ＞０,∀λ＞０ (７)

沿着系统(１)的正半轨线求导函数,即得

dV(X(t))
dt (１)
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在Γ０ 外面有V
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＜０．而在Γ０ 内部,有V
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＞０．从而函数V(x,y,z)只能在三维椭球面Γ０ 取得最大值．因

V(x,y,z)为一个连续函数,且椭球面Γ０ 为有界的闭集合,故函数V(x,y,z)能够在三维椭球面Γ０ 上

取到相应的最大值．下面我们计算该最大值 max
(x,y,z)∈Γ０

V(x,y,z)＝r２,即求如下的条件极值问题:
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令 mx＝x􀬈,λy＝y􀬈,λz＝z􀬈,则上述条件极值问题可以转化为

max
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由引理１知结论成立．易证Ψ 为系统(１)的一个最终有界和正向不变集．
定理２　 对任意的 ∀ε＞０,m ＞０,λ ＞０,令
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则当Vm,λ(X(t))≥Lm,λ,Vm,λ X０( ) ＞Lm,λ(t≥t０)时,对于系统(１)的正半轨线有估计式:

Vm,λ(X(t))－Lλ,m[ ] ≤ Vm,λ X０( ) －Lm,λ[ ]e－β(t－t０) (９)
从而集合

Ωm,λ ＝ (x,y,z)lim
t→＋∞

Vm,λ(X(t))≤Lm,λ{ } (１０)

为系统(１)的一个全局指数吸引集．
证 　 作广义正定、径向无界的Lyapunov函数
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当Vm,λ(X(t))≥Lm,λ,Vm,λ X０( ) ＞Lm,λ(t≥t０)时,计算Vm,λ(X(t))对时间t的导数

dVm,λ(X(t))
dt (１)
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当Vm,λ(X(t))≥Lm,λ,Vm,λ X０( ) ＞Lm,λ(t≥t０)时,对(１１)式积分有

Vm,λ(X(t))≤Vm,λ X(t０)( )e－β(t－t０)
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整理得

Vm,λ(X(t))－Lm,λ ≤ Vm,λ X０( ) －Lm,λ[ ]e－β(t－t０) (１３)

图２　 系统轨线进入Ω１,１

令t→＋∞,则由(１３)式可得

lim
t→＋∞

Vm,λ(X(t))≤Lm,λ

根据定义知

Ωm,λ ＝ (x,y,z)lim
t→＋∞

Vm,λ(X(t))≤Lm,λ{ }

为系统的一个全局指数吸引集．
注１　 取m＝１,λ＝１,ε＝０􀆰１,由定理２系统(１)的

轨线包含在Ω１,１＝{(x,y,z)|x２＋y２＋(z－３８)２ ≤
６２􀆰１２}内,如图２所示．从图２中可以看出系统的正半轨

线最终进入Ω１,１ 与定理２的理论结果相吻合,表明了计

算结果的正确性．
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Abstract:BasedonLyapunovfunctiontheory,wehaveinvestigatedtheequilibriumpointsandglobalatＧ

tractivesetsofthenewfastＧslowLorenzsystem．Basedontheglobalattractivesetsobtainedinthispaper,

wecangettheboundednessofallvariablesofthesystem．Finally,wemakenumericalsimulations,and

theresultsareconsistentwithourcomputation．
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