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摘要:设G 是一个有限群．令χ是G 的一个(复)特征标．如果χ(g)是有理数,∀g∈G,则称χ是有理值的．如果

G 的每个不可约特征标都是有理值的,则称G是有理群．完全确定了亚Abel的有理群和超可解的有理群的结构,并

由此建立若干其它新结果．
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文中所说的群都是指有限群．我们用Cn 表示n阶循环群．字母G 总是表示一个群．对于|G|的素因子

p,我们用Sylp(G)表示群G 的全体Sylowp 子群组成的集合．符号exp(G)表示群G 的指数．文中其它符

号都是标准的,取自文献[１]．
令χ是G 的一个(复)特征标．如果χ(g)是有理数(∀g∈G),则称χ是有理值的．如果G 的每个不可

约特征标都是有理值的,则称G 是有理群．
对于亚Abel的或超可解的有理群G,已知的结果是|G|＝２n３m(见文献[２－３])．本文的目的是完全确

定亚 Abel的有理群和超可解的有理群的结构,并由此建立若干其它新结果(包括应用)．此外,我们还改进

了有理群理论的一个重要的定理且完善了它的(原)证明．文中所说的亚 Abel群都是非 Abel群．
下述引理１－引理３是关于有理群的基础知识:
引理１[４]　 下述各个命题成立:

􀃠　 非平凡的有理群是偶数阶的;

􀃡　 有理群的商群是有理群;

􀃢　 有理群的直因子是有理群;

􀃣　 如果有理群G 不是２ 群,则G 的Sylow２ 子群不是正规的;

􀃤　G 是 Abel的有理群当且仅当G 是初等 Abel２ 群;

􀃥　 如果G 是有理群,且G 的换位子群G′＜G,则G/G′是初等 Abel２ 群;

􀃦　 设G 是有理群,并令P ∈Sylp(G),则Z(P)是初等 Abelp 群．
引理２[４]　 下述两个命题成立:

􀃠　G 是有理群当且仅当对任意x ∈G,循环群‹x›的生成元在G 中共轭;

􀃡　G 是有理群当且仅当对任意x ∈G,NG(‹x›)/CG(x)≅ Aut(‹x›)．
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引理３[４]　 设G 是可解的有理群,并令S ∈Syl２(G)．如果H 是G 的包含S 的子群,则NG(H)＝H．
推论１　 设G是可解的有理群,并令S∈Syl２(G)．如果S是Abel的,则G＝SG′,S是初等Abel２ 群,

换位子群G′是奇阶群．
证 　 我们有G＝SG′(见引理１)．据引理３,我们有NG(S)＝S,从而,由于S是Abel的,G有正规２ 补

K(见文献[５]p􀆰２４５)．于是,G＝SK．由于

G/K ＝SK/K ≅S/S ∩K ＝S
且S 是 Abel的,我们有G′≤K,从而G′是奇阶的．据引理１知S＝Z(S)是初等 Abel２ 群．证毕．

引理４　 令P 和S 是G 的两个子群,并假设P 是pn 阶初等Abelp 群(p 是奇素数),S 是初等Abel
２ 群,且S ≤NG(P)．那么,存在１≠xi ∈P (i＝１,􀆺,n),使得

P＝‹x１›×􀆺×‹xn›　　　S ≤NG(‹xi›)　　　i＝１,􀆺,n
　　 证　P可视为特征为p的素域Fp 上的n维向量空间(乘法运算符视为加法运算符,单位元１视为零元０)．
由于S ≤NG(P),S 按共轭作用于P 就导出S 在素域Fp 上的一个表示．记这个表示为ρ(P 表示空间)．据

Maschke定理(见文献[１]p􀆰２３),ρ是完全可约的．于是,ρ是它的若干个不可约成分Ui 的直和:

P＝U１ 􀱇 􀆺 􀱇Ut

素域Fp 是有理群的任一个p 模表示的分裂域(见文献[６])．于是,由于S是初等Abel２ 群,而初等Abel
２ 群显然是有理群,故素域Fp 是S 的不可约p 模表示Ui 的分裂域．从而各个Ui 是绝对不可约的．于是,
由于S 是 Abel群,Ui 是１维的(见文献[１])．所以,Ui＝Fpxi 及t＝n．于是,回到乘法运算符,我们有:

Ui＝‹xi›　　　i＝１,􀆺,n
P＝‹x１›×􀆺×‹xn›

且S 正规化各个‹xi›,即

S ≤NG(‹xi›)　　　i＝１,􀆺,n
证毕．

定理１　 设G 是有理群．令S∈Syl２(G)．如果换位子群G′＞１是奇阶的,则G＝SG′,S是初等Abel
２ 群,G′是３ 群．此外,Z(G′)是初等 Abel３ 群,存在xi ∈Z(G′)(i＝１,􀆺,n),使得:

Z(G′)＝‹x１›×􀆺×‹xn›　　　S ≤NG(‹xi›)
但是

S ≤/CG(xi)　　　i＝１,􀆺,n
　　 证 　 由于G 是有理群,据引理１有G＝SG′．于是,由于G′是奇阶的(题设),我们有

G/G′＝SG′/G′≅S/(S ∩G′)＝S
从而S 是初等 Abel２ 群(见引理１)．据奇阶群可解定理,G 是可解的．令P 是G 的含于G′中的一个极小

正规子群．那么,P 是一个初等 Abelp 群,p 是奇素数．G/P 是有理群(见引理１),且(G/P)′＝G′/P 是

奇阶的．于是,用归纳法我们可设G′/P 是３ 群．如果p＝３,则G′是３ 群．下面我们证明p＝３．
任取１≠x ∈P．那么,我们有|x|＝p．于是据引理２知,NG(‹x›)/CG(x)是p－１阶循环群Cp－１．
据引理４,存在１≠x∈P,使得S≤NG(‹x›)．因为NG(‹x›)/CG(x)是p－１阶循环群Cp－１,我们

有

(NG(‹x›))′≤CG(x)≤SCG(x)≤NG(‹x›)
这表明SCG(x)◁NG(‹x›)．于是,据引理３我们得到SCG(x)＝NG(‹x›)．从而我们有

S/(S ∩CG(x))≅NG(‹x›)/CG(x)
于是,由于NG(‹x›)/CG(x)是p－１阶循环群Cp－１,S/(S∩CG(x))是p－１阶循环群．另一方面,由于

S 是初等 Abel２ 群,S/(S ∩CG(x))是初等 Abel２ 群．所以我们得到Cp－１＝C２,从而p＝３．
由于G′∈Syl３(G),Z(G′)是初等Abel３ 群(见引理１)．由于G′◁G,我们有Z(G′)◁G．于是,利用

引理４和引理２就完成了证明(据引理２及|xi|＝３知S ≤/CG(xi))．证毕．
定理２　 设群G 不是２ 群．令S ∈Syl２(G)．如果G 是有理群,且G 的换位子群G′是幂零的,或者,
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如果G 既是超可解群又是有理群,则下述两个命题成立:

􀃠 如果G′＞１是奇阶的,则G＝SG′,S是初等Abel２ 群,G′是３ 群．此外,Z(G′)是初等Abel３ 群,
存在x１,􀆺,xn ∈Z(G′),使得:

Z(G′)＝‹x１›×􀆺×‹xn›　　　S ≤NG(‹xi›)
但是

S ≤/CG(xi)　　　i＝１,􀆺,n
　　􀃡 假设G′＞１是偶数阶的．那么,G＝SK,K◁G,K ≠１是３ 群,G′＝P ×K,其中１≠P ∈
Syl２(G′),S/P 是初等 Abel２ 群,S 不是 Abel的,且Z(G)≠１．此外,Z(K)是初等 Abel３ 群,且存

在xi ∈Z(K)(i＝１,􀆺,n),使得:

Z(K)＝‹x１›×􀆺×‹xn›　　　S ≤NG(‹xi›)
但是

S ≤/CG(xi)　　　i＝１,􀆺,n
　　 证 　 当G 是超可解群时,G 的换位子群G′是幂零的(见文献[７]p􀆰７１６),所以我们只需讨论“G 是有理

群,且G 的换位子群G′是幂零的”这一情形．
据定理１知命题 􀃠 成立．
􀃡 的证明:令P ∈Syl２(G′)．由于G′是幂零的,我们有G′＝ P×K,其中K 是奇阶群．由于G′是

偶数阶的,P ≠１．K ≠１,否则,G′是２ 群,从而G 是２ 群(见引理１),与题设矛盾．显然有P◁G．于

是,G/P 是有理群(见引理１),并且G/P 的换位子群(G/P)′＝G′/P ≅K 是奇阶的．从而,据定理１知,

K ≅G′/P 是３ 群．因为G＝SG′(见引理１)且P 是G 的正规２ 子群,我们有

G＝SG′＝S(P×K)＝SPK ＝SK
我们有K ∈Syl３(G),故Z(K)是初等Abel３ 群(见引理１)．由于(G/P)′＝G′/P 是奇阶的且是幂零的,
将 􀃠 用于有理群G/P,并注意到[P,K]＝１,我们断定:存在xi ∈Z(K)(i＝１,􀆺,n),使得:

Z(K)＝‹x１›×􀆺×‹xn›　　　S ≤NG(‹xi›)
但是

S ≤/CG(xi)　　　i＝１,􀆺,n
由于:

P◁G　　　P ≤S　　　P ∩Z(S)≠１
于是,由于G＝SK 且G′＝P×K,我们有

１≠P ∩Z(S)≤Z(G)
于是Z(G)≠１．由于G′是偶数阶的,据推论１知S 不是 Abel的．证毕．

定理３　 设G 既是亚 Abel群又是有理群．令S ∈Syl２(G)．下述两个命题成立:

􀃠 如果G′＞１是奇阶的,则G＝SG′,S是初等Abel２ 群,G′是初等Abel３ 群．此外,存在x１,􀆺,

xn ∈G′,使得:

G′＝‹x１›×􀆺×‹xn›　　　S ≤NG(‹xi›)
但是

S ≤/CG(xi)　　　i＝１,􀆺,n
　　􀃡 假设G′＞１是偶数阶的,但不是２ 群．那么,G＝SK,K◁G,K ≠１是初等Abel３ 群,G′＝P×K,
其中１≠P ∈Syl２(G′),S/P 是初等Abel２ 群,S 不是 Abel的,Z(G)≠１,并且,存在x１,􀆺,xn ∈K,
使得:

K ＝‹x１›×􀆺×‹xn›　　　S ≤NG(‹xi›)
但是

S ≤/CG(xi)　　　i＝１,􀆺,n
此外,exp(P)＝２,４,exp(S)＝２２,２３．
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证 　 由于G 是亚Abel群,G′是Abel群(自然是幂零群)．此外,据题设,G 不是２ 群．于是,据定理

２,我们只需证明 􀃡 中最后的结论,即证明exp(P)＝２,４,exp(S)＝２２,２３．
注意到:

G′＝P×K　　　１≠P ∈Syl２(G′)

任取１≠y∈P,我们有|y|＝２m,m 是某个正整数．由于G′是Abel的,我们有G′≤CG(y)．据引理２,
我们有

NG(‹y›)/CG(y)≅ Aut(‹y›)＝C２m－１

另一方面,由于G′≤CG(y),且G/G′是初等Abel２ 群(见引理１),NG(y)/CG(y)是初等Abel２ 群．所
以,我们有m－１≤１,m ≤２．这说明|y|＝２或|y|＝４．所以,我们有exp(P)＝２,４．S/P 是初等Abel
２ 群,于是,由于exp(P)＝２,４,exp(S)除尽２３．如果exp(S)＝２,则S是初等Abel２ 群,与“S不是Abel
群”矛盾．所以,exp(S)≠２．于是,exp(S)＝２２,２３．证毕．

文献[８]中有下述结果:如果G是可解的有理群,且G中同阶的奇阶元在G中共轭,则G/O２(G)≅S３

或G/O２(G)≅ (C３×C３)Q８,一个以３２ 阶初等Abel３ 群为核且以８阶四元数群Q８ 为补的Frobenius群．
对于亚 Abel群和G′是奇阶群,以及G′是２ 正规的(这对超可解群成立)这３种情形,我们得到更精确的

描述如下(推论２、推论３和推论４):
推论２　 设G 既是亚Abel群又是有理群．如果G 中同阶的奇阶元在G 中共轭,则下述两个命题成立:

􀃠 如果G′是奇阶的,则G ≅S３ 或G ≅ (C２×􀆺×C２)×S３;

􀃡 如果G′是偶数阶的但不是２ 群,令P ∈Syl２(G′),则G/P ≅S３ 或

G/P ≅ (C２×􀆺×C２)×S３

此外,G 的Sylow２ 子群S 不是 Abel的,且exp(S)＝２２,２３．
证 　 由于G 中同阶的奇阶元在G 中共轭,G 的商群G/N 中同阶的奇阶元在G/N 中共轭(见文献[８])．

据此及定理３和引理１就完成了证明．证毕．
推论３　 设G 是有理群,且G′是奇阶的．如果G 中同阶的奇阶元在G 中共轭,则G ≅S３ 或

G ≅ (C２×􀆺×C２)×S３

　　 证 　 令S ∈Syl２(G)．据定理１,G＝SG′,G′∈Syl３(G),S 是初等Abel２ 群．据推论２,我们只需

证明|G′|＝３．因为G 中同阶的奇阶元在G 中共轭,G 的商群中同阶的奇阶元共轭(见文献[８])．于是,由

于有理群的商群是有理群(见引理１),我们可用归纳法．如果G′是Abel的,则据推论２有|G′|＝３．假设

G′不是Abel的,将归纳法用于G/Z(G′),得到|G′/Z(G′)|＝３．因为G 中同阶的奇阶元在G 中共轭,据

定理１,我们得到|Z(G′)|＝３．于是,我们有|G′|＝３２,这意味着G′是 Abel的,矛盾．证毕．
由推论３立刻得到:
推论４　 设G 是有理群,且设G′的Sylow２ 子群P 在G′中正规(当G 是超可解群或当G′是幂零群

时,后一假设自然成立)．如果G中同阶的奇阶元在G中共轭,则G/P ≅S３ 或G/P ≅ (C２×􀆺×C２)×S３．
定理４　 设G 既是有理群又是亚Abel群或超可解群．令S∈Syl２(G),并设|S|＝２４．如果G′＞１是

偶数阶的但不是２ 群,则下述之一成立:

􀃠G＝(C２×Q８)K,K◁G,K 是３ 群(当G 是亚Abel群时,K 是初等Abel３ 群),Q８ 是８阶四元

数群;

􀃡G＝(C２×D８)K,K◁G,K 是３ 群(当G 是亚 Abel群时,K 是初等 Abel３ 群),D８ 是８阶二

面体群．
证 　 据定理２和定理３,G＝SK,K◁G,K 是３ 群(当G 是亚Abel群时,K 是初等Abel３ 群),且

S 不是 Abel的．于是,S ≅G/K 是非 Abel的有理群(见引理１)．由于|S|＝２４,而２４ 阶非 Abel的有理

群是C２×Q８ 和C２×D８(这个结论的证明从略)．证毕．
定理５　 设G 是有理群．下述两个命题成立:
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􀃠 如果G′＞１是奇阶循环群,则G ≅S３ 或G ≅ (C２×􀆺×C２)×S３;

􀃡 如果G′是偶数阶循环群但不是２ 群,令P ∈Syl２(G′),则G/P ≅S３ 或

G/P ≅ (C２×􀆺×C２)×S３

此外,P 是２阶或４阶循环群,S 不是 Abel的,exp(S)＝２２,２３．
证 　􀃠 的证明:由于G′是奇阶循环群,据定理３,我们有G′＝C３．于是,注意到

Aut(G′)＝Aut(C３)＝C２

用定理３就完成了 􀃠 的证明．
􀃡 的证明:用定理３和 􀃠．证毕．
关于共轭类的长(阶)有一个著名的猜想:设群G＞１,如果G的不同的共轭类有不同的长,则G≅S３．

这个猜想的证实看来要用有限单群分类定理．有人不用有限单群分类定理,但对群加以某些限制来证明这

个猜想(见文献[９－１０])．我们在这里也提供一个其证明很简单的类似的结果如下:
定理６　 设群G ＞１．如果G 是亚 Abel群,且G 的不同的共轭类有不同的长,则G ≅S３．
证 　 由于G 的不同的共轭类有不同的长,我们有Z(G)＝１．此外,对任一个１≠x∈G,‹x›的生

成元在G 中共轭．这说明G 是有理群(见引理２)．假设G′是偶数阶的,那么据定理３我们有Z(G)≠１,
与Z(G)＝１矛盾．所以,G′是奇数阶的．于是,据题设和定理３,我们有|G′|＝３．从而,据定理５􀃠 及

Z(G)＝ １这一事实,我们有G ≅S３．证毕．
现在我们改进文献[４]中的命题２１(这是有理群理论中的一个很重要的结果),并完善该命题２１的(原)

证明(见下述定理７)．我们给出的这个完善的证明,使人们确信文献[４]中命题２１的证明不涉及有限单群分

类定理,这对于该命题的应用来说当然是很重要的事．
定理７　 设G 是有理群,并令S∈Syl２(G)．如果S是Abel的,则G＝SG′,S是初等Abel２ 群,G′

是３ 群,Z(G′)是初等 Abel３ 群,并且,存在xi ∈Z(G′)(i＝１,􀆺,n),使得:

Z(G′)＝‹x１›×􀆺×‹xn›　　　S ≤NG(‹xi›)
但是

S ≤/CG(‹xi›)　　　i＝１,􀆺,n
　　 证 　 据推论１和定理１,我们只需证明G 是可解群．

假设G 不是可解的．由于G 的Sylow２ 子群是Abel的,据文献[１１]知道:令O(G)是G 的极大奇阶

正规子群,那么G 有正规子群N ≥O(G),使得G/N 是奇阶的,且N/O(G)≅P×R,其中P 是２ 群,

R 是单群T 的若干个同构副本的直积,且T 与下述单群之一同构:L２(q)(q＞３,q≡３,５(mod８)或q＝

２m),Janke单群J１ 以及Ree型单群２G(３２m＋１)．
由于G/N 是奇阶的,据引理１可知G＝ N,并且,要么L２(q)是有理群(其中q＞３,q≡３,５(mod

８)或q＝ ２m),要么J１ 是有理群,要么２G(３２m＋１)是有理群．但是,上述各个单群都不是有理群(由文献

[１２]可知J１ 不是有理群)．设T＝２G(３２m＋１)．据文献[１３]知,T 有个元素x的阶是３２m＋１＋１＋３m＋１,且

|NT(‹x›)/‹x›|＝６．所以,据引理２知,２G(３２m＋１)不是有理群．利用引理２和关于L２(q)的结构的定

理(见文献[７]p􀆰１９２)可知L２(q)(q＞３,q≡３,５(mod８)或q＝２m)不是有理群,矛盾,从而G 是可

解的．证毕．
最后,我们指出,利用定理１容易证明下述定理８成立(限于篇幅证明从略):
定理８　 设G 的换位子群G′是奇阶的．如果G 的不同共轭类的长不同,则G ≅S３．
利用定理８和定理２立刻得到文献[２]中的主要结果,即:
推论５[２]　 设G′是幂零的,或G 是超可解的．如果G 的不同共轭类的长不同,则G ≅S３．
利用定理７和定理８立刻得到:
推论６　 设G 的Sylow２ 子群是 Abel的．如果G 的不同共轭类的长不同,则G ≅S３．
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