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关于(m,n)主弱平坦序S 系①
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摘要:设S 是序幺半群,m,n为正整数．给出了主弱平坦序S 系的一个推广,称之为(m,n) 主弱平坦系．在此新

性质的基础上研究了序S 系的同调分类问题,作为应用,推广了一些重要结果．
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在本文中,令N＋ 表示正整数集,S 是序幺半群．
令A 是一个非空偏序集,如果存在一个映射A×S →A,(a,s)| →as,满足:

 对任意的a ∈A,s,t∈S,由s≤t可推出as≤at;对任意的a,b∈A,s∈S,由a≤b可推出

as≤bs;

 对任意的a ∈A 和s,t∈S,有(as)t＝a(st)且a１＝a．
则称A 为序右S 系．

序左S 系B 的定义类似．序左(右)S 系关于保序同态形成范畴,分别记为SＧPOS和POSＧS．
２０世纪８０年代,Fakhruddin等作者研究了序S 系．近年来,关于该领域出现了一些新成果,例如文

献[１－９]等．
设S 是序幺半群,A 是序右S 系．由文献[３],如果对任意的s∈S,a,a′ ∈A,若as＝a′ s在

A S 中成立,则a s＝a′ s在A Ss中成立,则称A 是主弱平坦的．
设S 是序幺半群S 中的元素,如果存在x ∈S 使得s＝sxs,则称S 是正则的．如果S 中每一个元素正

则,则称序幺半群S是正则的．文献[３]提出一个公开问题:如果所有的序S 系是主弱平坦的,那么S是否

一定是正则的? ２００７年,文献[４]给出了一个肯定回答．
设S 为序幺半群,如果对任意的p,q∈S,存在u∈S,使得up＝uq,则称S 是弱左可收缩的．如果

对任意的s,t∈S,存在u,v ∈S,使得us≤vt,则称S 是弱右可逆的．
在本文中,我们给出了序S 系范畴中主弱平坦性的一个推广,运用这个新的性质,得到了一些包含正

则序幺半群的更广的序幺半群类．这些新的序幺半群类,无论在环论还是半群理论中,都有其应用背景．同

时,本文的主要结果推广了一些已知的重要结论．
设S 是序幺半群,称序右S 系AS 满足条件(P),如果对任意的a,b∈A,s,t∈S,若as≤bt,则存

在u,v ∈S,c∈A,使得a＝cu,b＝cv,us≤vt．
设S是序幺半群,I是S中的非空集合．我们说I是S的右理想,指的是IS⊆I(不一定是序右理
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想)．S 的两次拷贝,并以其真右理想I为核的融合余积,在研究S 系的同调分类问题时是非常重要

的一个工具,一般记作A(I),其定义和偏序参见文献[２]．关于序S 系中主弱平坦性的更多讨论,可

以参见文献[３]．
首先我们给出序S 系上主弱平坦性的一个推广．
定义１　 令A 是一个序右S 系,m 为固定的正整数．如果对任意的a,a′ ∈A,s∈S,若asm ＝

a′ sm 在A S 中成立,则存在n∈N＋,使得asn ＝a′ sn 在A Ssn 中成立,则称A 为(m,n)

主弱平坦的．
注１　 由定义１,一个序右S 系A 是(１,１) 主弱平坦的当且仅当它是主弱平坦的,我们后面将证明

(m,n) 主弱平坦性是比主弱平坦性更广的一类性质．
设I是序幺半群S 的真右理想,K 是序幺半群S 的凸的真右理想．我们将给出A(I)和S/K 是(m,n)

主弱平坦系的充要条件．
首先,我们考虑A(I)何时是(m,n) 主弱平坦的．
命题１　 令I是序幺半群S 的真右理想,m 为固定的正整数．A(I)是(m,n) 主弱平坦的当且仅当对

任意s∈S－I,u ∈S,若sum ∈I,则存在n ∈N＋ 以及j∈I,使得sun ＝jun．
证 　 必要性 　 对任意的s∈S－I以及u ∈S,若sum ∈I,则在A(I)S 中有

(x,s)um ＝(y,s)um

由于A(I)是(m,n) 主弱平坦的,故存在n ∈N＋,使得

(x,s)un ＝(y,s)un

在A(I)Sun 中成立．那么由文献[８]的定理５２,存在s１,,sp,u１,v１,,up,vp ∈S,w１,,wp ∈
{x,y,z},使得:

(x,s)≤ (w１,s１)u１

(w１,s１)v１ ≤ (w２,s２)u２ u１un ≤v１un

(w２,s２)v２ ≤ (w３,s３)u３ u２un ≤v２un

⋮ ⋮

(wp,sp)vp ≤ (y,s) upun ≤vpun

令s＝s０v０＝sp＋１up＋１．由A(I)的定义,存在k∈ {０,１,,p},j∈I,使得skvk ≤j≤sk＋１uk＋１．因此,

我们有

sun ≤s１u１un ≤  ≤skvkun ≤jun ≤sk＋１uk＋１un ≤  ≤spvpun ≤sun

由于偏序关系具有反对称性,我们有jun ＝sun．
充分性 　 对任意的a,a′ ∈A(I),u∈S,假设aum ＝a′ um 在A(I)S 中成立．因为(x,

１)S ≅S≅ (y,１)S,即A(I)是自由的序S 系,如果a,a′ ∈ (x,１)S或a,a′ ∈ (y,１)S,那么A(I)

是(m,n) 主弱平坦的．那么不失一般性,我们仅考虑a＝ (x,s),a′ ＝ (y,t)(s,t∈S－I)的情形．
因为在A(I)S中有(x,s)um ＝(y,t)um,那么sum ＝tum ∈I．由假设,总可以找到某个n∈N＋,

j∈I,使得sun ＝tun ＝jun,则

(x,s)un ＝(x,１)sun ＝(x,１)jun ＝(z,j)un ＝
(y,１)jun ＝(y,１)tun ＝(y,t)un

在A(I)Sun 中成立．
接下来我们考虑Rees商序S 系S/K 是(m,n) 主弱平坦系的判别依据．
命题２　 设KS 是序幺半群S 的凸真右理想,m 是固定的正整数．以下条件等价:

S/K 是(m,n) 主弱平坦的;

 对任意s,u ∈S,若sum ∈K,则存在n ∈N＋ 和k,k′ ∈K,使得kun ≤sun ≤k′un．
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证 　⇒　 假设S/K 是(m,n) 主弱平坦的．对任意的s,u∈S,如果sum ∈K,任取k∈K,显然

在S/K S 中有

[s]um ＝ [k]um

由于S/K 是(m,n) 主弱平坦的,因此存在n∈N＋,使得在S/K Sun 中有

[s]un ＝ [k]un

显然在S/K Sun 中有

[１]sun ＝ [１]kun

由文献[３]的引理４,存在ki,k′
i,lj,l′

j ∈K(i＝２,３,,p;j＝２,３,,q),使得:

sun ≤k２un

k′
２un ≤k３un

⋮

k′
pun ≤kun

kun ≤l２un

l′
２un ≤l３un

⋮

l′
qun ≤sun

由sun ≤k２un 和l′
qun ≤sun,结论得证．当然,如果sun ＝kun,结论显然成立．

⇒　 假设s,t,u∈S,且在S/K S 中,[s]um ＝[t]um 成立．如果sum ＝tum,那么自然

地,[s]um ＝[t]um 在S/K Sum 中成立,把n取成m 即可．否则,由文献[３]的引理３,sum,tum ∈
KS．由假设,总存在k１,k′

１,k２,k′
２ ∈K 以及n ∈N＋,使得:

k１un ≤sun ≤k′
１un

k２un ≤tun ≤k′
２un

在S/K Sun 中,有

[１]sun ≤ [１]k′
１un ＝[k′

１]un ＝[k２]un ＝[１]k２un ≤ [１]tun

且

[１]tun ≤ [１]k′
２un ＝[k′

２]un ＝[k１]un ＝[１]k１un ≤ [１]sun

即[s]un ＝[t]un 在S/K Sun 中成立．
如果KS 是序幺半群S的凸真右理想,且满足命题２的条件 ,则我们称KS 是(m,n) 左稳定化右理

想．文献[３]中左稳定化右理想就是这里所讲的(１,１) 左稳定化右理想．
由文献[６],如K 是序幺半群S 的右理想,那么K 是序幺半群S 的凸右理想当且仅当[K]＝K．
文献[３]研究了经典的平坦系列性质,如自由、投射、强平坦和条件(P)等,且这些性质之间的关系如

下:自由 ⇒ 投射 ⇒ 强平坦 ⇒ 条件(P)⇒(m,n) 主弱平坦．
接下来,我们考虑(m,n) 主弱平坦序S 系的同调分类问题．首先,我们给出所有(有限生成)序右

S 系是(m,n) 主弱平坦的序幺半群的刻画．
定理１　 对任意序幺半群S 以及固定的正整数m,以下几条等价:

 所有序右S 系是(m,n) 主弱平坦的;

 所有有限生成的序右S 系是(m,n) 主弱平坦的;

 对任意的s∈S,存在n ∈N＋ 以及x ∈S,使得sn ＝smxsn．
证 　⇒ 显然．
⇒　 设s∈S,如果smS＝S,显然存在x ∈S,使得１＝smx．因此,对任意的n∈N＋,都有

sn ＝smxsn,否则smS是S的真右理想．令I＝smS,由于A(I)是有限生成的序右S 系,由假设,A(I)
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是(m,n) 主弱平坦的．因为sm ∈I,由命题１,存在n∈N＋ 以及j∈I,使得sn ＝jsn．因此存在x ∈S,

使得j＝smx,从而sn ＝smxsn．
⇒　 假设A是序右S 系．对任意的s∈S,存在n∈N＋,x∈S,使得sn＝smxsn．对任意a,a′ ∈A,

如果asm ＝a′ sm 在A S中成立,那么

a sn ＝a smxsn ＝asm xsn ＝a′sm xsn ＝a′ smxsn ＝a′ sn

在A Ssn 中成立．
例１　 在定理１中,若取m＝２,则下面的序幺半群S 满足定理１的第  条,但不是正则的序幺半群,

说明(m,n) 主弱平坦性是比主弱平坦性更广的性质:

设S是实数集上全体n≥２阶严格上三角形矩阵和２阶单位矩阵构成的集合．在S上规定乘法运算为:

当两个同阶矩阵相乘时为普通矩阵的乘法;当两个不同阶矩阵相乘时取阶数较大的矩阵．按照这个乘法,S
构成幺半群,单位元１就是２阶单位矩阵．以下用０n 表示n阶零矩阵,用０表示S 中任意阶零矩阵．显然,

对任意的０,１≠s∈S,由S 的构造,s必为某个n 阶严格上三角矩阵,那么显然有sn ＝０n ＝s２xsn,这里

x 是S 中任意一个阶数不大于n的矩阵,但s未必正则,因为如果存在y∈S,使得s＝sys,当s的阶数大

于y 的阶数时,sys＝ss＝s２＝s,必有某个n,使得s＝sn ＝０n,矛盾;当s的阶数等于y的阶数时,sy不

可能为单位元,显然由s＝sys可知sy为幂等元,故存在某个自然数n,使得sy＝０n＝s,矛盾;当s的阶数

小于y 的阶数时,s＝sys＝y,矛盾．
定理２　 对任意序幺半群S 以及固定的正整数m,以下几条等价:

 所有右Rees商序S 系是(m,n) 主弱平坦的;

 对任意s∈S,存在n ∈N＋,以及s′,s″ ∈S,使得sms′sn ≤sn ≤sms″sn．
证 　⇒　 对任意的s∈S,[smS]是S 的凸右理想．如果[smS]＝S,那么由文献[６]的引理２２,

存在u,v ∈S,使得smu ≤１≤smv．用sn 右乘,我们得到

smusn ≤sn ≤smvsn

如果[smS]≠S,那么[smS]是S的凸真右理想．由于sm ∈ [smS],由命题２,存在k,k′ ∈ [smS],使得ksn ≤
sn ≤k′sn．因为k∈ [smS],存在x１,y１ ∈S,使得smx１ ≤k≤smy１．用sn 右乘,我们得到

smx１sn ≤ksn ≤smy１sn

另一方面,因为k′ ∈ [smS],存在x２,y２ ∈S,使得smx２ ≤k′ ≤smy２．用sn 右乘,我们有

smx２sn ≤k′sn ≤smy２sn

因此我们有

smx１sn ≤ksn ≤sn ≤k′sn ≤smy２sn

　　⇒　 让K 是序幺半群S的凸右理想,我们将证明S/K 是(m,n) 主弱平坦的．如果K＝S,易

知S/K 是(m,n) 主弱平坦的,否则K 是序幺半群S的凸真右理想．对任意的u,v,s∈S,假设[u]
sm ＝ [v]sm．如果usm ＝vsm,显然[u]sm ＝ [v]sm 在S/K Ssm 中成立,取n等于m 即可．否

则,由文献[３]的引理３,我们有usm,vsm ∈K．由第  条,存在n∈N＋ 以及s′,s″ ∈S,使得

sms′sn ≤sn ≤sms″sn

因此在S/K Ssn 中,有

[u]sn ≤ [u]sms″sn ＝[usms″]sn ＝[vsms′]sn ＝[v]sms′sn ≤ [v]sn

且

[v]sn ≤ [v]sms″sn ＝[vsms″]sn ＝[usms′]sn ＝[u]sms′sn ≤ [u]sn

故在S/K Ssn 中[u]sn ＝v sn 成立．
推论１　 对任意序幺半群S,以下几条等价:

 所有Rees商序S 系是主弱平坦的;
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 对任意的s∈S,存在s′,s″ ∈S,使得ss′s≤s≤ss″s．
例２　 设S是一个诣零的序幺半群(对任意的１≠s∈S,存在n∈N＋,使得sn＝０),很容易证明:对

任意的s∈S,如果１≠s,那么sS≠S且Ss≠S．易知S满足定理２的 ,但是它不满足推论１的 ．因

为对任意的s∈S,如果存在s′,s″ ∈S,使得ss′s≤s≤ss″s,那么对任意的n ∈N＋,

(ss′)ns≤s≤s(s″s)n

若s∉ {０,１},那么(ss′)ns≤s≤s(s″s)n 使得s＝０,矛盾．
接下来,我们考虑Rees商序S 系的(m,n) 主弱平坦性与其余经典平坦性质的一致性,即同调分类

问题．
定理３　 对任意序幺半群S 以及固定的正整数m,以下条件等价:

 所有(m,n) 主弱平坦右Rees商序S 系是自由的;

S＝{１}．
证 　⇒　 因为ΘS 是(m,n) 主弱平坦的,由假设,ΘS 是自由的．由文献[３]的定理１,我们得

到S＝ {１}．
⇒　 显然．
定理４　 对任意序幺半群S 以及固定的正整数m,以下条件等价:

 所有(m,n) 主弱平坦右Rees商序S 系是投射的;

S 有左零元,且S 没有真的(m,n) 左稳定凸右理想K,使得|K|＞１．
证 　⇒　 由于ΘS 是(m,n) 主弱平坦的,由假设,ΘS 是投射的．由文献[３]的定理１可知S有一

个左零元．假设S有一个真广义左稳定凸右理想K,使得|K|＞１．由命题２,S/K 是(m,n)主弱平坦的,

因此它是投射的,由文献[６]的引理１８,|K|＝１,矛盾．
⇒　 设K 是序幺半群S 的凸右理想,且S/K 是(m,n) 主弱平坦的．如果K 是序幺半群S 的凸

真右理想,由命题２,K 是序幺半群S的一个真广义左稳定凸右理想．由假设知|K|＝１,故是S/K 投射的．
如果K＝S,则S/K ≃ΘS 是(m,n) 主弱平坦的．因为S有左零元,由文献[３]的定理１,S/K 是投射的．

定理５　 对任意序幺半群S 以及固定的正整数m,以下几条等价:

 所有(m,n) 主弱平坦右Rees商序S 系是强平坦的;

S 是可收缩的,且S 没有真的(m,n) 左稳定化凸右理想K,使得|K|＞１．
证 　⇒　ΘS 是(m,n) 主弱平坦的,由假设,ΘS 是强平坦的．由文献[３]的定理１可得S 是左可

收缩的．假设S有真(m,n)左稳定化凸右理想K,使得|K|＞１．由命题２,S/K 是(m,n)主弱平坦的,

由文献[６]的引理１８,它是强平坦的,可得|K|＝１,矛盾．
⇒　 令K 是序幺半群S 的一个凸右理想,S/K 是(m,n) 主弱平坦的．如果K 是序幺半群S 的

凸真右理想,由命题２,K 是S 的一个真的(m,n) 左稳定化凸右理想．由假设,|K|＝１,即S/K 是强平

坦的．如果K ＝S,则S/K ≃ΘS 是(m,n) 主弱平坦的．由于S 是左可收缩的,故由文献[３]的定理１知

S/K 是强平坦的．
定理６　 对任意序幺半群S 以及固定的正整数m,以下条件等价:

 所有(m,n) 主弱平坦右Rees商序S 系满足条件(P);

S 是弱右可逆的,且S 没有真的(m,n) 左稳定化凸右理想K,使得|K|＞１．
证 　⇒　ΘS 是(m,n) 主弱平坦的,由假设,ΘS 满足条件(P)．由文献[３]的定理１可知S 是弱

右可逆的．假设S有一个真(m,n) 左稳定化凸右理想K,且|K|＞１．由命题２,S/K 是(m,n) 主弱平

坦的,因此它满足条件(P),且由文献[６]的引理１８,|K|＝１,矛盾．
⇒　K 是序幺半群S的凸右理想,且S/K 是(m,n) 主弱平坦的．如果K 是S的一个凸真右理

想,由命题２,K 是S 的一个真(m,n) 左稳定化右理想．由假设,|K|＝１,且S/K 满足条件(P)．但
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是若K＝S,则S/K ≃ΘS 是(m,n) 主弱平坦的．由于S是弱右可逆的,由文献[３]的定理１可得S/K
满足条件(P)．

注２　 本文的研究结果针对任意的序S 系．很自然地,如果将序幺半群及序S 系的偏序都取成离散

序,m,n 都取成１,则很容易得到文献[７]中S 系的相关结果．
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