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一类含有p 次幂的VolterraＧFredholm
型非线性迭代积分不等式①

卢钰松,　王五生

河池学院 数学与统计学院,广西 宜州５４６３００

摘要:研究了一类含有p 次幂的 VolterraＧFredholm 型迭代积分不等式．利用变量替换、放大方法、微分、积分和逆

函数等不等式技巧给出了不等式中未知函数的估计,推广了相应的结果．为了说明结果的有效性,用所得结果给出

了一类 VolterraＧFredholm 型积分方程解的估计．
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文献[１]研究了下面的积分不等式:

u(t)≤c＋∫
t

a
f(s)u(s)ds　　　t∈ [a,b]

其中c≥０是常数,u 和f 是区间[a,b]上的非负连续函数．推出了不等式中未知函数u 的估计式:

u(t)≤cexp∫
t

a
f(s)ds( ) 　　　t∈ [a,b] (１)

由于 GronwallＧBellman型积分不等式在研究微分方程和积分方程解的定性性质和定量性质中的重要作用,
人们不断地对它的形式进行各种推广,使它的应用范围不断扩大(参见文献[２－１０])．文献[２]研究了一元

积分不等式

u(t)≤a(t)＋∑
n

i＝１∫
bi(t)

bi(t０)
gi(t,s)wi(u(s))ds

文献[３]讨论了二元积分不等式

up(x,y)≤a＋
p

p－q∫
b１(x)

b１(x０)∫
c１(y)

c１(y０)
g１(s,t)uq(s,t)dtds＋

p
p－q∫

b２(x)

b２(x０)∫
c２(y)

c２(y０)
g２(s,t)uq(s,t)ψ(u(s,t))dtds

文献[４]研究了非线性 VolterraＧFredholm 型时滞积分不等式

u(t)≤k＋∫
α(t)

α(t０)
σ１(s)f(s)w(u(s))＋∫

s

α(t０)
σ２(τ)w(u(τ))dτ[ ]ds＋

∫
α(T)

α(t０)
σ１(s)f(s)w(u(s))＋∫

s

α(t０)
σ２(τ)w(u(τ))dτ[ ]ds　　　∀t∈I (２)

① 收稿日期:２０１４ １０ １８
基金项目:国 家 自 然 科 学 基 金 项 目 (１１１６１０１８);广 西 省 自 然 科 学 基 金 项 目 (２０１２GXNSFAA０５３００９);广 西 高 等 学 校 科 研 项 目

(KY２０１５ZD１０３,KY２０１５YB２５７)．
作者简介:卢钰松(１９７９ ),女,广西罗城人,讲师,主要从事微分方程的研究．
通信作者:王五生,教授．



文献[５]研究了含有p 次幂的迭代积分不等式

u(t)≤k＋∫
t

０
f(s)u(s)u(s)＋∫

s

０
g(τ)dτ[ ]

p
ds (３)

　　 受文献[２,４－５]的启发,本文研究了一类含有p 次幂的 VolterraＧFredholm 型迭代积分不等式

u(t)≤k＋∫
α(t)

α(t０)
g１(s)ϕ１(u(s))u(s)＋∫

s

t０

g２(τ)ϕ２(u(τ))dτ[ ]
p
ds＋

∫
α(T)

α(t０)
g１(s)ϕ１(u(s))u(s)＋∫

s

t０

g２(τ)ϕ２(u(τ))dτ[ ]
p
ds　　　t∈ [t０,T] (４)

其中k是正常数．(４)式与(２)式比较,(４)式的积分中含有p次幂,积分号内含有未知函数u与两个不同的

非线性函数ϕ１,ϕ２ 的复合函数．(４)式与(３)式比较,(４)式把(３)式中的未知函数u推广成未知函数u与两

个不同的非线性函数ϕ１,ϕ２ 的复合函数,(４)式把 Volterra型积分不等式(３)推广成 VolterraＧFredholm型

积分不等式．(２)式与(３)式的结果都不能用来估计(４)式中的未知函数．

１　 主要结果

在本文中,R表示全体实数的集合,R＋＝[０,∞),I＝[t０,T],t０ 和T 是正的实常数．为了叙述的方

便,我们用不等式(４)中的函数ϕ１,ϕ２ 定义下面的函数:

Φ１(z)＝∫
z

c

ds
ϕ２(s)　　　c＞０,z∈ (０,＋∞) (５)

Φ２(z)＝∫
z

c

ϕ２(Φ－１
１ (s))ds

ϕ１(Φ－１
１ (s))[Φ－１

１ (s)]p
　　　c＞０,z∈ (０,＋∞) (６)

其中ϕ１,ϕ２ ∈C(R＋,R＋),并且满足:当u ＞０时,ϕi(u)＞０(i＝１,２)．
定理１　 假设k,p 是正常数,g１(t),g２(t)∈C(I,R＋);α∈C１([t０,T],[t０,T])是单调不减的函

数,且满足α(t０)＝t０,α(t)≤t;ϕ１,ϕ２ ∈C(R＋,R＋),ϕ１(u),ϕ２(u)和ϕ１(u)up

ϕ２(u) 都是单调不减的函数,并且

满足:当u＞０时,ϕi(u)＞０(i＝１,２)．假设(５)式和(６)式中定义的函数Φ１,Φ２ 具有性质:Φ１(＋∞)＝ ＋∞,

Φ２(＋∞)＝ ＋∞．G(u)＝Φ２[Φ１(２u－k)]－Φ２ Φ１(u)＋∫
α(T)

α(t０)
g２(s)ds( ) 在区间[k,∞)上是u的严格增函数．

如果函数u满足不等式(４),则有未知函数u的估计式:

u(t)≤Φ－１
１ Φ－１

２ Φ２ Φ１ G－１∫
α(T)

α(t０)
g１(s)ds( )( ) ＋∫

α(T)

α(t０)
g２(s)ds( ) ＋[{

∫
α(t)

α(t０)
g１(s)ds] } 　　　t∈ [t０,T] (７)

其中Φ－１
１ ,Φ－１

２ 和G－１ 分别是Φ１,Φ２ 和G 的逆函数．
证 　 把不等式(４)的右端记为函数v(t),即

v(t)＝k＋∫
α(t)

α(t０)
g１(s)ϕ１(u(s))u(s)＋∫

s

t０

g２(τ)ϕ２(u(τ))dτ[ ]
p
ds＋

∫
α(T)

α(t０)
g１(s)ϕ１(u(s))u(s)＋∫

s

t０

g２(τ)ϕ２(u(τ))dτ[ ]
p
ds　　　t∈ [t０,T] (８)

可以看出v(t)是区间[t０,T]上正的不减函数,且有:

v(t０)＝k＋∫
α(T)

α(t０)
g１(s)ϕ１(u(s))u(s)＋∫

s

t０

g２(τ)ϕ２(u(τ))dτ[ ]
p
ds (９)

u(t)≤v(t)　　　t∈ [t０,T] (１０)
求函数v(t)的导数,利用关系式(１０)得到

v′(t)＝α′(t)g１(α(t))ϕ１(u(α(t)))u(α(t))＋∫
α(t)

t０

g２(τ)ϕ２(u(τ))dτ[ ]
p

≤
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α′(t)g１(α(t))ϕ１(v(α(t)))v(t)＋∫
α(t)

t０

g２(τ)ϕ２(v(τ))dτ[ ]
p

≤

α′(t)g１(α(t))ϕ１(v(α(t)))vp
１(t)　　　t∈ [t０,T] (１１)

其中

v１(t)＝v(t)＋∫
α(t)

t０

g２(τ)ϕ２(v(τ))dτ　　　t∈ [t０,T] (１２)

可以看出v１(t)是区间[t０,T]上正的不减函数,且有

v１(t０)＝v (t０)　　　v(t)≤v１(t)　　　t∈ [t０,T] (１３)
求函数v１(t)的导数,得

v′１(t)＝v′(t)＋α′(t)g２(α(t))ϕ２(v(α(t))) (１４)
由(１１)式,(１３)和(１４)式得

v′１(t)≤α′(t)g１(α(t))ϕ１(v(α(t)))vp
１(t)＋α′(t)g２(α(t))ϕ２(v(α(t)))≤

α′(t)[g１(α(t))ϕ１(v１(α(t)))vp
１(t)＋g２(α(t))ϕ２(v１(α(t)))] (１５)

用 dt
ϕ２(v１(α(t)))乘以不等式(１５)的两边,利用ϕ２ 和v１ 的单调性得到

dv１(t)
ϕ２(v１(t))≤α′(t)g１(α(t))ϕ１(v１(α(t)))vp

１(t)
ϕ２(v１(α(t))) ＋g２(α(t))é

ë
êê

ù

û
úúdt (１６)

不等式(１６)的两边关于t积分,得

Φ１(v１(t))≤Φ１(v１(t０))＋∫
α(t)

α(t０)
g２(s)ds＋∫

α(t)

α(t０)
g１(s)ϕ１(v１(s))vp

１(α－１(s))
ϕ２(v１(s)) ds≤

Φ１(v１(t０))＋∫
α(T)

α(t０)
g２(s)ds＋∫

α(t)

α(t０)
g１(s)ϕ１(v１(s))vp

１(α－１(s))
ϕ２(v１(s)) ds (１７)

对 ∀t∈ [t０,T]成立,其中Φ１ 在公式(５)中已经定义．
用与上面类似的方法,用不等式(１７)的右端定义函数v２(t),即

v２(t)＝Φ１(v１(t０))＋∫
α(T)

α(t０)
g２(s)ds＋∫

α(t)

α(t０)
g１(s)ϕ１(v１(s))vp

１(α－１(s))
ϕ２(v１(s)) ds (１８)

可以看出v２(t)是区间[t０,T]上正的不减函数,且有

v２(t０)＝Φ１(v１(t０))＋∫
α(T)

α(t０)
g２(s)ds　　　v１(t)≤Φ－１

１ (v２(t))　　　t∈ [t０,T] (１９)

求v２(t)的导函数,得

v′２(t)＝g１(α(t))ϕ１(v１(α(t)))vp
１(t)

ϕ２(v１(α(t))) 　　　t∈ [t０,T] (２０)

根据α,v２,W－１ 与
Φ１

ϕ２
的单调性,由(１９)式和(２０)式,推出

v′２(t)≤g１(α(t))ϕ１(Φ－１
１ (v２(t)))[Φ－１

１ (v２(t))]p

ϕ２(Φ－１
１ (v２(t)))

　　　t∈ [t０,T]

即

ϕ２(Φ－１
１ (v２(t)))dv２(t)

ϕ１(Φ－１
１ (v２(t)))[Φ－１

１ (v２(t))]p ≤g１(α(t))dt　　　t∈ [t０,T] (２１)

对(２１)式两边求积分,得到

Φ２(v２(t))≤Φ２(v２(t０))＋∫
α(t)

α(t０)
g１(s)ds　　　t∈ [t０,T] (２２)

其中Φ２ 如公式(６)中所定义．利用关系式(１０),(１３),(１９)和(２２),我们得到

u(t)≤v(t)≤v１(t)≤Φ－１
１ (v２(t))≤

３第８期　　　　卢钰松,等:一类含有p 次幂的 VolterraＧFredholm 型非线性迭代积分不等式



Φ－１
１ Φ－１

２ Φ２(v２(t０))＋∫
α(t)

α(t０)
g１(s)ds[ ]{ } ≤

Φ－１
１ Φ－１

２ Φ２ Φ１(v(t０))＋∫
α(T)

α(t０)
g２(s)ds( ) ＋∫

α(t)

α(t０)
g１(s)ds[ ]{ } 　　　t∈ [t０,T] (２３)

根据v 的定义和(９)式,我们得到

２v(t０)－k＝k＋２∫
α(T)

α(t０)
g１(s)ϕ１(u(s))u(s)＋∫

s

t０

g２(τ)ϕ２(u(τ))dτ[ ]
p
ds＝v(T) (２４)

由(２３)式和(２４)式,我们看出

２v(t０)－k＝v(T)≤Φ－１
１ Φ－１

２ Φ２ Φ１(v(t０))＋∫
α(T)

α(t０)
g２(s)ds( ) ＋∫

α(T)

α(t０)
g１(s)ds[ ]{ } (２５)

即

Φ２[Φ１(２v(t０)－k)]－Φ２ Φ１(v(t０))＋∫
α(T)

α(t０)
g２(s)ds( ) ≤∫

α(T)

α(t０)
g１(s)ds (２６)

根据假设:

G(u)＝Φ２[Φ１(２u－k)]－Φ２ Φ１(u)＋∫
α(T)

α(t０)
h２(s)ds( )

在区间[k,∞)上是u 的严格增函数,且G(u)有逆函数G－１．由(２６)式我们可以得到

v(t０)≤G－１∫
α(T)

α(t０)
g１(s)ds( ) (２７)

把(２７)式代入(２３)式,我们得到所求的估计式(７)．

２　 应 　 用

本节我们将利用定理１研究下面的 VolterraＧFredholm 型积分方程

x(t)＝x０＋∫
t

t０

H１ s,x(α(s)),∫
α(s)

t０

H２(τ,x(τ))dτ[ ]ds＋

∫
T

t０

H１ s,x(α(s)),∫
α(s)

t０

H２(τ,x(τ))dτ[ ]ds　　　∀t∈ [t０,T] (２８)

其中x ∈C１([t０,T],R),α∈C１([t０,T],[t０,T])是严格增函数,且满足α(t)≤t,α(t０)＝t０,
H１ ∈C([t０,T]×R２,R),H２ ∈C([t０,T]×R,R)．

推论１　 假设积分方程(２８)中的函数 H１,H２ 满足下面的条件:

|H１(s,x,y)|≤g１(s)ϕ１(|x|)[|x|＋|y|]p (２９)

|H２(s,x)|≤g２(s)ϕ２(|x|) (３０)
其中g１,g２,ϕ１,ϕ２,p 与定理１中相应函数的定义相同．如果x(t)是积分方程(２８)的解,则有估计式

|x(t)|≤Φ－１
１ Φ－１

２ Φ２ Φ１ G－１∫
α(T)

α(t０)
Ag１(α－１(s))ds( )( ) ＋([{

∫
α(T)

α(t０)
g２(α－１(s))ds) ＋∫

α(t)

α(t０)
Ag１(α－１(s))ds] } 　　　t∈ [t０,T] (３１)

其中A＝ max
t∈[t０,T]

１
α′(α－１(t))＜ ∞,Φ１,Φ２,Φ－１

１ ,Φ－１
２ 与定理１中相应函数的定义相同,函数

G(u)＝Φ２[Φ１(２u－|x０|)]－Φ２ Φ１(u)＋∫
α(T)

α(t０)
g２(α－１(s))ds( )

在区间[|x０|,∞)上是u 的严格增函数．
证 　 根据(２９),(３０)式,由积分方程(２８)得出:对 ∀t∈ [t０,T],不等式

|x(t)|≤|x０|＋∫
t

t０

g１(s)ϕ１(|x(α(s))|)|x(α(s))|＋∫
α(s)

t０

g２(τ)ϕ２(|x(τ)|)dτ[ ]
p
ds＋

∫
T

t０

g１(s)ϕ１(|x(α(s))|)|x(α(s))|＋∫
α(s)

t０

g２(τ)ϕ２(|x(τ)|)dτ[ ]
p
ds≤
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|x０|＋∫
α(t)

α(t０)

g１(α－１(s))
α′(α－１(s))ϕ１(|x(s)|)|x(s)|＋∫

s

t０

g２(τ)ϕ２(|x(τ)|)dτ[ ]
p
ds＋

∫
α(T)

α(t０)

g１(α－１(s))
α′(α－１(s))ϕ１(|x(s)|)|x(s)|＋∫

s

t０

g２(τ)ϕ２(|x(τ)|)dτ[ ]
p
ds≤

|x０|＋∫
α(t)

α(t０)
Ag１(α－１(s))ϕ１(|x(s)|)|x(s)|＋∫

s

t０

g２(τ)ϕ２(|x(τ)|)dτ[ ]
p
ds＋

∫
α(T)

α(t０)
Ag１(α－１(s))ϕ１(|x(s)|)|x(s)|＋∫

s

t０

g２(τ)ϕ２(|x(τ)|)dτ[ ]
p
ds (３２)

成立．不等式(３２)具有不等式(４)的形式,不等式(３２)中的函数满足定理１的条件,由定理１我们可以得到

积分方程(２８)中未知函数的估计式(３１)．
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AClassofVolterraＧFredholmＧTypeNonlinear
IteratedIntegralInequalitieswithpPower

LUYuＧsong,　WANG WuＧsheng
SchoolofMathematicsandStatistics,HechiUniversity,YizhouGuangxi５４６３００,China

Abstract:Thispaperestablishesaclassofnewnonlineariteratedintegralinequalitieswithppower．The
estimationoftheunknownfunctionsisgivenclearlybyinequalitytechniques,suchaschangeofvariable,

amplificationmethod,differential,integrationandinversefunction．Finally,theresultisusedtogivethe
estimationofthesolutionsofaclassofVolterraＧFredholmtypeintegralequations．
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