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偏b 度量空间中的公共不动点定理①
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摘要:在偏b 度量空间中引入新型的压缩映象,证明了两个映象的公共不动点定理．改进和推广了偏b 度量空间

中的不动点理论的某些结论．
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度量空间中的不动点理论是非线性泛函分析的重要组成部分．２０世纪２０年代,波兰数学家Banach提

出并证明了著名的Banach压缩映象定理．从此以后,许多学者提出了一系列新型的压缩映象概念及新型的

压缩映象不动点理论．其中很多结果已经被成功地应用于研究非线性积分方程、微分方程、泛函微分方程

的解的存在唯一性．文献[１]引入了偏度量空间的概念．偏度量空间与度量空间的最大不同在于其自距离不

为０．文献[１]在偏度量空间中证明了Banach压缩映象定理．目前,国内外数学家又将偏度量空间的不动点

理论发展到了两个甚至更多的公共不动点理论．偏度量空间上更多的不动点理论可见文献[２－４]．
另一方面,文献[５－６]引入了b 度量空间的概念,b 度量空间是度量空间的推广,文献[５－６]在其

上证明了著名的Banach压缩映象原理．目前,国内外学者讨论了b 度量空间中各种类型的压缩和非扩张映

象、单值与多值映象．b 度量空间上更多的不动点理论可见文献[７－８]．
２０１４年,文献[９]引入了偏b 度量空间的概念,在偏b 度量空间中证明了Banach压缩映象与Kannan 型

映象的不动点定理．本文主要在偏b 度量空间中考虑两个映象的公共不动点定理,将文献[９]的压缩映像不动

点定理推广为两个映象的公共不动点定理．

１　 预备知识

定义１[９]　 设X 是非空集合,设映射b:X ×X →R＋．若 ∀x,y,z∈X 满足以下条件:

􀃠b(x,x)＝b(x,y)＝b(y,y)当且仅当x＝y;

􀃡b(x,x)≤b(y,x)(∀x,y ∈X);

􀃢b(x,y)＝b(y,x)(∀x,y ∈X);

􀃣b(x,y)≤s[b(x,z)＋b(z,y)]－b(z,z)(∀x,y,z∈X,s∈R且s≥１)．
则称b为X 的偏b 度量,称(X,b)为偏b 度量空间．称s为偏b 度量空间(X,b)的系数．

定义２[９]　 设(X,b)为系数为s的偏b 度量空间．{xn}为X 中的任一序列,∀x ∈X,则:
􀃠 若lim

n,m→∞
b(xn,xm)存在且有限,则称序列{xn}为(X,b)中的柯西序列;

􀃡 若对X 中的每个柯西列{xn},存在x ∈X,使得

lim
n,m→∞

b(xn,xm)＝lim
n→∞

b(xn,x)＝b(x,x)
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则称(X,b)为完备的偏b 度量空间．
注１　 偏b 度量空间中收敛序列的收敛值不唯一．
定义３　 设X 是非空集合,A,T:X →X,则:

􀃠 若对 ∀x ∈X 都有Ax ＜TAx 与Tx ＜ATx 成立,则称两个映射A 和T 为严格弱增的;

􀃡 设y ∈X,若存在x ∈X,使得y＝Tx＝Ax,则称y 为A 和T 的重合点;若

Ax＝Tx⇒TAx＝ATx
则称T,A 为弱相容的．

２　 主要结论

定理１　 令(X,b)为完备偏b 度量空间,A,T:X →X 为两个严格弱增映射,对 ∀x,y∈X 满足

以下条件:

b(Ax,Ty)≤α􀅰b(x,y)＋Lmin{b(x,Ax),b(y,Ty),b(x,Ty),b(y,Ax)}
其中

α∈ [０,１)　　　L ≥０　　　０≤α＋L ＜１
若A 或者T 连续,则A,T 有唯一的公共不动点．

证 　 任取x０ ∈X,若x０＝Ax０ 或x０＝Tx０,则有x０＝Ax０＝Tx０．若x０＝Ax０,则

b(x０,Tx０)＝b(Ax０,Tx０)≤
αb(x０,x０)＋Lmin{b(x０,x０),b(x０,Tx０)}≤
(α＋L)b(x０,x０)＜b(x０,x０)

矛盾,故b(x０,Tx０)＝０．假设x０ ≠Ax０,x０ ≠Tx０,定义序列{xn}为:

x２n＋１＝Ax２n　　　x２n＋２＝Tx２n＋１　　　∀n ∈N＋

由于f,g 为严格弱增映象,则

x１＝Ax０ ＜TAx０＝Tx１＝x２＝Tx１ ＜ATx１＝Ax２＝x３

按以上定义得到严格递减的序列{xn},且易知

b(x２n＋１,x２n＋２)＝

b(Ax２n,Tx２n＋１)≤

αb(x２n,x２n＋１)＋Lmin{b(x２n,Ax２n),b(x２n＋１,Tx２n＋１),b(x２n,Tx２n＋１),b(x２n＋１,Ax２n)}≤

αb(x２n,x２n＋１)＋Lb(x２n＋１,x２n＋１)≤
(α＋L)b(x２n,x２n＋１)

不妨令

h＝α＋L　　　h ∈ [０,１)
则

b(x２n＋１,x２n＋２)≤hb(x２n,x２n＋１)
同理,

b(x２n＋３,x２n＋２)≤hb(x２n＋２,x２n＋１)
即

b(xn,xn＋１)≤hb(xn－１,xn)≤h２b(xn－２,xn－１)≤ 􀆺 ≤hnb(x０,x１)

∀m,n ∈N＋,m ＞n,有

b(xn,xm)≤s[b(xn,xn＋１)＋b(xn＋１,xm)]－b(xn＋１,xn＋１)≤
sb(xn,xn＋１)＋s２[b(xn＋１,xn＋２)＋b(xn＋２,xm)]－sb(xn＋２,xn＋２)≤ 􀆺 ≤

sb(xn,xn＋１)＋s２b(xn＋１,xn＋２)＋􀆺＋sm－nb(xm－１,xm)≤

shnb(x１,x０)＋s２hn＋１b(x１,x０)＋􀆺＋sm－nhm－１b(x１,x０)≤

shn[１＋sh＋(sh)２＋(sh)３＋􀆺＋(sh)m－n]b(x１,x０)≤
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shn

１－shb
(x１,x０)

由于h ∈ [０,１),则

lim
n,m→∞

b(xn,xm)＝０

因此,{xn}为X 中的柯西列．由X 的完备性知,存在u ∈X,使得xn →u(n → ∞)．假设A 连续,则

A(Anx０)＝An＋１x０ →u
则Au＝u,即u 为A 的不动点．下证Tu＝u．因为

b(u,Tu)＝b(Au,Tu)≤
αb(u,u)＋Lmin{b(u,Au),b(u,Tu),b(u,Ty),b(u,Tx)}≤
αb(u,u)＋Lb(u,Tu)＝
(α＋L)b(u,u)＜b(u,u)

即u 为A 和T 的公共不动点．
假设还存在u１,使得Au１＝Tu１＝u１,因为

b(u,u１)＝b(Au,Tu１)≤
αb(u,u１)＋Lmin{b(u,u),b(u１,u１),b(u,u１),b(u１,U)}≤
αb(u,u１)＋Lmin{b(u,u),b(u１,u１)}＜b(u,u１)

故

u＝u１

综上所述,A,T 有唯一的公共不动点．
注２　 若定理１中令A＝T,L＝０,则定理１为文献[１]中的定理１．L＝０时,定理１将文献[１]中定

理１推广为两个映象的公共不动点定理．定理１进一步地推广了文献[１]的定理２．
定理２　 令(X,b)为完备偏b 度量空间,映射A,T:X →X,其中AX ⊆TX,且AX,TX 中至少

有一个为闭集．若对 ∀x,y ∈X 有以下条件成立:

b(Ax,Ay)≤φ(M(x,y))
其中

M(x,y)＝

α􀅰max{b(Tx,Ty),b(Ax,Tx),b(Ay,Ty),１
２

[b(Ax,Ty)＋b(Tx,Ay)]} 　　α∈ ０,１
s

é

ë
êê

ö

ø
÷

φ:[０,＋∞) → [０,＋∞)为连续映象,∀t＞０有φ(t)＜t,φ(０)＝０．
则T,A 有唯一的重合点;若T,A 弱相容,则T,A 有唯一的公共不动点．

证 　 任取x０ ∈X,由于AX ⊆TX．不妨令

yn ＝Axn ＝Txn＋１　　　n＝０,１,２,􀆺
因为

b(yn,yn＋１)＝b(Axn,Axn＋１)≤

φ(α􀅰max{b(Txn＋１,Txn),b(Axn＋１,Txn＋１),b(Axn,Txn),１
２

[b(Axn＋１,Txn)＋b(Txn＋１,Axn)]})＝
φ(α􀅰max{b(yn,yn－１),b(yn＋１,yn),b(yn,yn－１),

１
２

[b(yn＋１,yn－１)＋b(yn,yn)]})≤

φ(α􀅰max{b(yn,yn－１),b(yn＋１,yn),s
２

[b(yn－１,yn)＋b(yn,yn＋１)]})
由φ(t)＜t知

b(yn,yn＋１)＜α􀅰maxb(yn,yn－１),b(yn＋１,yn),s
２

[b(yn－１,yn)＋b(yn,yn＋１)]{ } (１)
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若存在b(yn,yn＋１)＞b(yn,yn－１),由式(１)知

b(yn,yn＋１)＜αs􀅰b(yn,yn＋１)＜b(yn,yn＋１)
矛盾．故对 ∀n ∈N＋,都有

b(yn,yn＋１)≤b(yn,yn－１)
则式(１)可化为

b(yn,yn＋１)＜αs􀅰b(yn－１,yn)
不妨取h＝αs∈ [０,１)．则式(１)化为

b(yn,yn＋１)＜h􀅰b(yn－１,yn)
即

b(yn,yn＋１)＜h􀅰b(yn－１,yn)＜h２􀅰b(yn－２,yn－１)＜ 􀆺 ＜hn􀅰b(y１,y０)
由定理１的证明知,{yn}为X 中的柯西列．由X 的完备性知,存在y ∈X,使得

lim
n→∞

b(yn,y)＝lim
n,m→∞

b(yn,ym)＝b(y,y)＝０

因AX,TX 中至少有一个为闭集,不妨设TX 为闭集．则存在u∈X,使得Tu＝y．下证Au＝y．事实上,

b(y,Au)≤sb(y,Axn)＋sb(Axn,Au)≤
sb(y,Axn)＋sφ(M(xn,u))≤

sb(y,Axn)＋sφ(α􀅰max{b(Txn,Tu),b(Axn,Txn),b(Au,Tu),１
２

[b(Axn,Tu)＋b(Txn,Au)]})＝
sb(y,Axn)＋sφ(α􀅰max{b(yn－１,Tu),b(yn,yn－１),b(Au,y),１

２
[b(yn,y)＋b(yn－１,Au)]})

由于yn →y＝Tu(n → ∞),则存在n０,使得当n ≥n０ 时,有:

b(yn－１,Tu)＜b(Au,y)　　　b(yn－１,yn)＜b(Au,y)
即

b(y,Au)≤sb(y,yn)＋sφαmaxb(Au,y),１
２

[b(yn,y)＋b(yn－１,Au)]{ }æ

è
ç

ö

ø
÷

令n → ∞,得

b(y,Au)≤０＋sφ(αb(Au,y))＜sαb(Au,y)＜b(Au,y)
矛盾．则b(Au,y)＝０．所以y＝Au＝Tu,即A,T 有重合点y．下证重合点唯一．假设还存在y１ ≠y,使

得Au１＝Tu１＝y１,则

b(y,y１)＝b(Au,Au１)≤

φα􀅰maxb(Tu,Tu１),b(Au,Tu),b(Au１,Tu１),
１
２

[b(Au,Tu１)＋b(Tu,Au１)]{ }æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤

φα􀅰maxb(y,y１),b(y,y),b(y１,y１),
１
２

[b(y,y１)＋b(y,y１)]{ }æ

è
ç

ö

ø
÷ ≤

φ(α􀅰b(y,y１))≤α􀅰b(y,y１)
矛盾．故不存在y１ ≠y,使得Au１＝Tu１＝y１．即重合点唯一．

由Au＝Tu＝y 以及A,T 弱相容,知ATu＝TAu．因为重合点唯一,所以Tu＝Au＝u,即u 为A,

T 的公共不动点,唯一性显然．
注３　 若定理２中令A＝T,φ(t)＝(１－β)t,β∈ (０,１)时,定理２即为文献[１]中定理３的推广．定

理２将文献[１]中的不动点定理推广为两个映象的公共不动点定理．
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Keywords:partialbＧmetricspace;contraction;fixedpoint

责任编辑　廖　坤　　　　

５第８期　　　　　　　　　　李　健,等:偏b 度量空间中的公共不动点定理



６ 西南大学学报(自然科学版)　　　　　http://xbbjb􀆰swu􀆰cn　　　　　第３７卷


