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射影Ricci曲率及其射影不变性①
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摘要:研究了芬斯勒几何中一类新的几何量,即射影 Ricci曲率．刻划了两个射影等价的芬斯勒度量的射影 Ricci曲

率的关系．特别地,在一个给定体积形式的流形上,如果两个芬斯勒度量F 和F 是射影等价的,那么它们的射影

Ricci曲率是相等的,即此时的射影 Ricci曲率是射影不变量．
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芬斯勒几何中的Ricci曲率Ric是黎曼几何中的Ricci曲率的自然拓广,在芬斯勒几何中扮演着十分重

要的角色．文献[１]证明了:如果F和F是n维紧致流形M 上射影等价的爱因斯坦度量,那么它们的爱因斯

坦常数是同号的;另外,如果它们的爱因斯坦常数是负的且相等,那么有F＝F．文献[２]给出了芬斯勒射
影几何中关于Ricci曲率的比较定理．芬斯勒几何中的S 曲率S＝S(x,y)是一类重要的非黎曼几何量．文
献[３]证明了黎曼几何中的BishopＧGromov体积比较定理对具有零S 曲率的芬斯勒流形仍然成立．文献[４]
证明了:S 曲率和Ricci曲率决定了在芬斯勒流形中与一个点邻近的小度量球的BusemannＧHausdroff测度
的局部行为．文献[５－６]研究和揭示了(α,β) 度量的S 曲率和Ricci曲率的性质．

一个自然的问题是,如何利用Ricci曲率和S 曲率进一步深入刻划芬斯勒度量的性质和结构．芬斯勒度
量F 的射影Ricci曲率PRic定义为

PRic＝Ric＋(n－１)S􀬈|mym ＋S􀬈２{ }

其中

S􀬈 ＝
S

n＋１
这里“|”表示关于F 的水平协变导数,事实上,射影Ricci曲率概念的雏形可追溯到文献[７]．

本文将着重研究在芬斯勒度量的射影变换下,射影Ricci曲率的变化规律,并研究其射影不变性．我们
首先有:

定理１　 设F 和F 是n维流形M 上射影等价的芬斯勒度量,那么它们的射影Ricci曲率PRic与PRic有

如下关系:

PRic－PRic＝(n－１) ２
n＋１S＋φ
é

ë
êê

ù

û
úúφ＋(n－１)yi ∂φ
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其中 φ＝ym ∂[lnf]
∂xm 　　　f(x)＝

σF(x)
σF

(x)
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这里σF(x)和σF
(x)分别表示F 和F 的体积系数．

特别地,根据定理１,我们可以得到下面的结论:

① 收稿日期:２０１４ １１ １６
基金项目:国家自然科学基金项目(１１３７１３８６);欧盟 FP７(SEVENTHFRAMEWORKPROGRAMME)资助项目(PIRSES GA ２０１２

３１７７２１)．
作者简介:程新跃(１９５８ ),男,重庆人,教授,主要从事微分几何的研究．
通信作者:马小玉,硕士研究生．



定理２　 在一个给定体积形式的流形M 上,如果F 和F 是射影等价的芬斯勒度量,那么它们的射影

Ricci曲率相等,即PRic＝PRic．
我们所得到的结论为进一步深入揭示射影Ricci曲率的性质及其对芬斯勒空间结构的影响,以及探讨

射影Ricci曲率在芬斯勒射影几何中所扮演的角色有重要意义．
流形M 上的每个芬斯勒度量F 都诱导了一个射流G,其定义为

G＝yi ∂
∂xi －２Gi(x,y)∂

∂yi

其中Gi 定义为

Gi(x,y)＝
１
４gil ∂２[F２]

∂xk∂yly
k －

∂[F２]
∂xl{ }

我们称Gi 为F 的测地系数．芬斯勒度量F 的测地线σ＝σ(t)由下述方程刻划:

σ̈i(t)＋２Gi(σ(t),σ
􀅰
(t))＝０

其中σ
􀅰
(t)＝σ

􀅰
i(t)∂

∂xi．

黎曼几何中的黎曼曲率概念可以推广到芬斯勒几何中．对于 ∀y∈TxM\{０},黎曼曲率Ry:TxM →
TxM 定义为

Ry(u)＝Ri
k(y)uk ∂

∂xi

其中 Ri
k(y)＝２∂Gi

∂xk －
∂２Gi

∂xj∂ykyj ＋２Gj ∂２Gi

∂yj∂yk －
∂Gi

∂yj
∂Gj

∂yk
(１)

　　 黎曼曲率Ry 的迹是切丛TM 上的数量函数Ric:
Ric(y)＝Rm

m(y) (２)
Ric称为芬斯勒度量的Ricci曲率．

如果两个芬斯勒度量具有相同的测地线(作为点集),那么就称这两个芬斯勒度量是射影等价的．在n
维流形M 上给定两个芬斯勒度量F 和F,令G 和G 分别是F 和F 诱导的射流,那么很容易就可以得到

Gi＝Gi＋
F|kyk

２F
yi＋

F
２gil ∂F|k

∂yly
k －F|l{ }

其中F|k 表示的是在(M,F)上F 的协变导数:

F|k ＝
∂F
∂xk －

∂Gl

∂yk
∂F
∂yl

因此我们有下面的著名引理:

引理１[７－８]　 在流形M 上,两个芬斯勒度量F 和F 射影等价的充要条件是

∂F|k

∂yly
k －F|l ＝０

这时 Gi＝Gi＋Pyi (３)

其中 P＝
F|kyk

２F
(４)

　　 由(３)式,可得

Gi
j ＝Gi

j ＋Pδi
j ＋Pyjyi (５)

　　 设F 和F 是n 维流形M 上射影等价的芬斯勒度量．由(１),(２)和(３),(４)式可得:

Ry(u)＝Ry(u)＋Ξ(y)u＋τy(u)y
Ric(y)＝Ric(y)＋(n－１)Ξ(y) (６)

在局部坐标(xi,yi)下,有

Ri
k ＝Ri

k ＋Ξ(y)δi
k ＋τk(y)yi

其中 Ξ＝P２－P|kyk
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这里P|k 表示的是P 关于F 的水平协变导数:

P|k ＝
∂P
∂xk －

∂Gl

∂yk
∂P
∂yl

　　 考虑芬斯勒流形(M,F)的体积形式dV＝σF(x)dx１􀆺dxn．那么芬斯勒度量F 的S 曲率定义为

S＝
∂Gm

∂ym －ym
∂(lnσF(x))

∂xm

其中σF(x)表示芬斯勒度量F 的体积系数．特别地,芬斯勒流形的 BusemannＧHausdoff体积形式dV ＝
σF(x)dx１􀆺dxn 定义为

σF(x)＝
Vol(Bn(１))

Vol(yi)∈Rn|gijyiyj ＜１{ }

这里,Bn(１)表示欧氏空间中的单位球体,Vol表示标准欧氏体积．
当考虑两个射影等价的芬斯勒度量时,很自然地要刻划它们的S 曲率的关系．
引理２[２]　 设F 和F 是n 维流形M 上射影等价的芬斯勒度量,那么射影因子P 为

P＝
１

n＋１
(S－S)－yi ∂

∂xi
[lnf]

其中f(x)定义为

f(x)＝
σF(x)
σF

(x)
æ

è
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÷

１
n＋１

　　　dVF ＝
１

fn＋１dVF

这里σF(x)和σF
(x)分别表示F 和F 的体积系数．

由引理２可容易地确定两个射影等价的芬斯勒度量的S 曲率的关系．
定理１的证明

设F 和F 是n 维流形M 上射影等价的芬斯勒度量,根据引理２,可得S 曲率之间的关系:

S＝S＋(n＋１)P＋(n＋１)yi ∂
∂xi

[lnf]

由定义,f(x)是M 上正的函数．
由定义,F 和F 的射影Ricci曲率分别为:

PRic＝Ric＋(n－１)S􀬈|mym ＋S􀬈２{ } (７)

PRic＝Ric＋(n－１)S
≈

‖mym ＋S
≈２{ } (８)

其中

S􀬈 ＝
S

n＋１　　　S
≈
＝

１
n＋１S

这里,“|”及“‖”分别表示S􀬈 和S
≈

关于F 和F 的协变导数,S 和S 分别是F 和F 的S 曲率．
把(６)式代入(８)式中,可得

PRic＝Ric＋(n－１)Ξ＋(n－１)S
≈

‖mym ＋S
≈２{ } (９)

其中

Ξ＝P２－P|kyk

结合(７)式和(９)式,可知

PRic－PRic＝(n－１)Ξ＋(n－１)S
≈

‖mym ＋S
≈２－S􀬈|mym －S􀬈２{ }＝

(n－１)(S
≈

‖mym ＋S
≈２＋P２－P|mym)－(S􀬈|mym ＋S􀬈２){ } (１０)

令 A＝S
≈

‖mym ＋S
≈２＋P２－P|mym (１１)

B＝S􀬈|mym ＋S􀬈２ (１２)
(１０)式可化为

PRic－PRic＝(n－１)(A－B) (１３)
根据S 曲率的定义,我们知道
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S􀬈 ＝
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∂Gm

∂ym －
１

n＋１φ０ (１４)

这里 φ０＝ym
∂[lnσF(x)]

∂xm
(１５)

同理 S
≈
＝

１
n＋１S＝

１
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n＋１φ０ (１６)

这里 φ０＝ym
∂[lnσF

(x)]

∂xm
(１７)

根据(１４)－(１７)式以及(３),(５)式,我们可以得到

S
≈

‖m ＝
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≈

∂xm －
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≈

∂ylG
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１
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１
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１

n＋１
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１
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１
n＋１Pymφ０＋

∂P
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(１８)

其中

S􀬈|m ＝
１

n＋１
∂２Gk

∂yk∂xm －
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n＋１
∂φ０

∂xm －
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１
n＋１
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把(１６),(１８)式代入(１１)式,以及把(１４),(１９)式代入(１２)式,可知

A－B＝(S
≈

‖mym ＋S
≈２＋P２－P|mym)－(S􀬈|mym ＋S􀬈２)＝

１
(n＋１)２φ

２
０ －

２
(n＋１)２

∂Gm

∂ymφ０－
１

(n＋１)２φ
２
０ ＋

２
(n＋１)２

∂Gm

∂ymφ０＋

１
n＋１

∂φ０

∂xmy
m －

２
n＋１

∂φ０

∂ylG
l －

１
n＋１

∂φ０

∂xmy
m ＋

２
n＋１

∂φ０

∂ylG
l (２０)

根据引理２,由(１５)和(１７)式可知

φ０－φ０＝－(n＋１)ym ∂[lnf]
∂xm

(２１)

把(２１)式代入(２０)式,并且由(３)式及(５)式可知

A－B＝－
１

n＋１
(φ０＋φ０)φ＋

２
n＋１

∂Gm

∂ymφ＋yiyj∂２[lnf]
∂xi∂xj －２Gl ∂φ

∂yl ＝

１
n＋１

(S＋S)－Pé

ë
êê

ù

û
úúφ＋yi ∂φ

∂xi －２Gl ∂φ
∂yl

(２２)

这里,我们令φ 为

φ＝ym ∂[lnf]
∂xm

(２３)

把(２２)式代入(１３)式中,得

PRic－PRic＝(n－１)(A－B)＝

(n－１) １
n＋１

(S＋S)－Pé

ë
êê

ù

û
úúφ＋(n－１)yi ∂φ

∂xi －２(n－１)Gl ∂φ
∂yl

其中

P＝
１

n＋１
(S－S)－yi ∂

∂xi
[lnf]

因此可得

PRic－PRic＝(n－１) ２
n＋１S＋φ
é

ë
êê

ù

û
úúφ＋(n－１)yi ∂φ

∂xi －２(n－１)Gl ∂φ
∂yl

其中φ 正如(２３)式定义．
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定理２的证明

设F和F是给定了体积形式的n维流形M 上射影等价的芬斯勒度量．此时,σF
(x)＝σF(x)＝σ(x)．那

么根据引理２,可知

S＝S＋(n＋１)P
在这种情形下,可以得到

φ０＝ym
∂[lnσF

]

∂xm ＝ym
∂[lnσF]

∂xm ＝φ０ (２４)

把(２４)式代入(２０)式中,得

A－B＝０ (２５)
把(２５)式代入(１３)式中,得

PRic－PRic＝(n－１)(A－B)＝０
　　 综上所述,在一个给定体积形式的流形上,如果两个芬斯勒度量F 和F 是射影等价的,那么它们的射
影Ricci曲率是相等的,即此时的射影Ricci曲率是射影不变量．
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ProjectiveRicciCurvatureandItsProjectiveInvariance
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Abstract:Inthispaper,westudyanewclassofgeometricquantitiesinFinslergeometry,thatis,theproＧ
jectiveRiccicurvature．WecharacterizetherelationsbetweentwoprojectiveRiccicurvaturesfortwoproＧ

jectiveequivalentFinslermetrics．Inparticular,weshowthat,iftheFinslermetricsFandFareprojecＧ
tivelyequivalentonamanifoldwithafixedvolumeform,thentheirprojectiveRiccicurvaturesareequal．
Inotherwords,theprojectiveRiccicurvatureisaprojectiveinvariantinthiscase．
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