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古塔的变形问题研究①

伍　亿

重庆电子工程职业学院,重庆４０１３３１

摘要:根据检测得到的数据,通过模型计算出古塔各层的中心坐标,然后对中心线做拟合,利用中心线的方向数对

古塔的倾斜等现象进行了科学定量的分析和研究,得到古塔的倾斜度约为０􀆰６６°．
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某古塔已有上千年历史,是我国重点保护文物．古塔由于长时间承受自身质量、气温、风力等各种作

用,偶然还要受地震、飓风的影响,古塔会产生各种变形,诸如倾斜、弯曲等．为保护古塔,需适时对古塔

进行观测,了解各种变形量,以制定必要的保护措施．文物部门于２０１１年对该塔进行了观测,获测量数据

如表１所示．根据表中数据分析该塔倾斜、弯曲等变形情况．
表１　２０１１年观测数据

层 点
坐　　　标

x/m y/m z/m
层 点

坐　　　标

x/m y/m z/m

１ １ ５６５􀆰４５４ ５２８􀆰０１２ １􀆰７９２ ８ １ ５６５􀆰７７ ５２６􀆰３９７ ３３􀆰３８３

２ ５６２􀆰０５８ ５２５􀆰５４４ １􀆰８１８ ２ ５６３􀆰４０３ ５２４􀆰４２７ ３３􀆰４２５

３ ５６１􀆰３９ ５２１􀆰４４７ １􀆰７８３ ３ ５６３􀆰１５８ ５２１􀆰３８２ ３３􀆰４２４

４ ５６３􀆰７８２ ５１８􀆰１０８ １􀆰７６９ ４ ５６５􀆰１４１ ５１９􀆰０５５ ３３􀆰３８

５ ５６７􀆰９４１ ５１７􀆰４０７ １􀆰７７２ ５ ５６８􀆰１６４ ５１８􀆰５９ ３３􀆰３０５

６ ５７１􀆰２５５ ５１９􀆰８５７ １􀆰７７ ６ ５７０􀆰５０６ ５２０􀆰５６４ ３３􀆰２５１

７ ５７１􀆰９３８ ５２３􀆰９５３ １􀆰７９４ ７ ５７０􀆰８６２ ５２３􀆰５９１ ３３􀆰２７９

８ ５６９􀆰５ ５２７􀆰３５６ １􀆰８０１ ８ ５６８􀆰８７ ５２５􀆰９３３ ３３􀆰３６

２ １ ５６５􀆰４８ ５２７􀆰７６４ ７􀆰３２６ ９ １ ５６５􀆰８６８ ５２６􀆰１４１ ３６􀆰８８７

２ ５６２􀆰２３８ ５２５􀆰３６４ ７􀆰３５１ ２ ５６３􀆰６７４ ５２４􀆰２６８ ３６􀆰９２９

３ ５６１􀆰６６３ ５２１􀆰４２ ７􀆰３１４ ３ ５６３􀆰４３３ ５２１􀆰４０８ ３６􀆰９２８

４ ５６４􀆰００１ ５１８􀆰２２６ ７􀆰３０１ ４ ５６５􀆰３３３ ５１９􀆰２６３ ３６􀆰８８４

５ ５６７􀆰９９５ ５１７􀆰５６３ ７􀆰３０６ ５ ５６８􀆰１５６ ５１８􀆰８３４ ３６􀆰８０９

６ ５７１􀆰１６５ ５１９􀆰９６１ ７􀆰３０４ ６ ５７０􀆰３３３ ５２０􀆰６８６ ３６􀆰７５５

７ ５７１􀆰８０１ ５２３􀆰９０８ ７􀆰３２４ ７ ５７０􀆰６３ ５２３􀆰５１ ３６􀆰７８３

８ ５６９􀆰４１４ ５２７􀆰１４１ ７􀆰３３６ ８ ５６８􀆰７４７ ５２５􀆰７０１ ３６􀆰８６４
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　续表１

层 点
坐　　　标

x/m y/m z/m
层 点

坐　　　标

x/m y/m z/m

３ １ ５６５􀆰５０６ ５２７􀆰５２ １２􀆰７６１ １０ １ ５６５􀆰９６１ ５２５􀆰９ ４０􀆰２０１

２ ５６２􀆰４１５ ５２５􀆰１８８ １２􀆰７８６ ２ ５６３􀆰９２７ ５２４􀆰１２ ４０􀆰２１４

３ ５６１􀆰９３１ ５２１􀆰３９４ １２􀆰７４９ ３ ５６３􀆰６９３ ５２１􀆰４３３ ４０􀆰２４４

４ ５６４􀆰２１６ ５１８􀆰３４３ １２􀆰７３６ ４ ５６５􀆰５１６ ５１９􀆰４６２ ４０􀆰２２３

５ ５６８􀆰０４８ ５１７􀆰７１６ １２􀆰７４１ ５ ５６８􀆰１４８ ５１９􀆰０６８ ４０􀆰１７１

６ ５７１􀆰０７６ ５２０􀆰０６３ １２􀆰７４ ６ ５７０􀆰１７１ ５２０􀆰８０１ ４０􀆰０３８

７ ５７１􀆰６６６ ５２３􀆰８６４ １２􀆰７５８ ７ ５７０􀆰４０８ ５２３􀆰４３３ ４０􀆰１２９

８ ５６９􀆰３３ ５２６􀆰９３ １２􀆰７７１ ８ ５６８􀆰６３１ ５２５􀆰４８２ ４０􀆰１５７

４ １ ５６５􀆰５２６ ５２７􀆰３２７ １７􀆰０８４ １１ １ ５６６􀆰０７８ ５２５􀆰６２８ ４４􀆰４７２

２ ５６２􀆰５５５ ５２５􀆰０４７ １７􀆰１０９ ２ ５６４􀆰１９３ ５２３􀆰９５ ４４􀆰４８５

３ ５６２􀆰１４４ ５２１􀆰３７３ １７􀆰０７２ ３ ５６３􀆰９５８ ５２１􀆰４６３ ４４􀆰５０５

４ ５６４􀆰３８７ ５１８􀆰４３５ １７􀆰０５９ ４ ５６５􀆰６４９ ５１９􀆰６０７ ４４􀆰４８６

５ ５６８􀆰０９１ ５１７􀆰８３８ １７􀆰０６４ ５ ５６８􀆰０９４ ５１９􀆰２４２ ４４􀆰４４２

６ ５７１􀆰００５ ５２０􀆰１４４ １７􀆰０６３ ６ ５７０􀆰０１３ ５２０􀆰８８５ ４４􀆰３０９

７ ５７１􀆰５５８ ５２３􀆰８２９ １７􀆰０８１ ７ ５７０􀆰２３６ ５２３􀆰３５ ４４􀆰４

８ ５６９􀆰２６３ ５２６􀆰７６２ １７􀆰０９４ ８ ５６８􀆰６１５ ５２５􀆰２５９ ４４􀆰４２８

５ １ ５６５􀆰５４８ ５２７􀆰１１９ ２１􀆰７２６ １２ １ ５６６􀆰１９５ ５２５􀆰３５５ ４８􀆰７４３

２ ５６２􀆰７０６ ５２４􀆰８９６ ２１􀆰７５１ ２ ５６４􀆰４５９ ５２３􀆰７８ ４８􀆰７５６

３ ５６２􀆰３７３ ５２１􀆰３５１ ２１􀆰７１４ ３ ５６４􀆰２２４ ５２１􀆰４９２ ４８􀆰７７６

４ ５６４􀆰５７１ ５１８􀆰５３４ ２１􀆰７０１ ４ ５６５􀆰７８２ ５１９􀆰７５３ ４８􀆰７５７

５ ５６８􀆰１３６ ５１７􀆰９６９ ２１􀆰７０５ ５ ５６８􀆰０３９ ５１９􀆰４１５ ４８􀆰７１３

６ ５７０􀆰９２９ ５２０􀆰２３２ ２１􀆰７０８ ６ ５６９􀆰８５４ ５２０􀆰９６９ ４８􀆰５８

７ ５７１􀆰４４３ ５２３􀆰７９１ ２１􀆰７２３ ７ ５７０􀆰０６３ ５２３􀆰２６８ ４８􀆰６７１

８ ５６９􀆰１９１ ５２６􀆰５８１ ２１􀆰７３６ ８ ５６８􀆰５９８ ５２５􀆰０３７ ４８􀆰６９９

６ １ ５６５􀆰５７ ５２６􀆰９１５ ２６􀆰２６７ １３ １ ５６６􀆰３０８ ５２５􀆰０９２ ５２􀆰８６６

２ ５６２􀆰８５４ ５２４􀆰７４８ ２６􀆰３０９ ２ ５６４􀆰７１６ ５２３􀆰６１６ ５２􀆰８７８

３ ５６２􀆰６ ５２１􀆰３２９ ２６􀆰３０８ ３ ５６４􀆰４８１ ５２１􀆰５２１ ５２􀆰８９７

４ ５６４􀆰７５２ ５１８􀆰６３２ ２６􀆰２６４ ４ ５６５􀆰９１ ５１９􀆰８９３ ５２􀆰８８

５ ５６８􀆰１８ ５１８􀆰０９５ ２６􀆰１８９ ５ ５７１􀆰０３４５ ５２３􀆰６３０ ２６􀆰１８２

６ ５７０􀆰８５７ ５２０􀆰３１５ ２６􀆰１３６ ６ ５６９􀆰７０１ ５２１􀆰０５ ５２􀆰７０３

７ ５７１􀆰３３３ ５２３􀆰７５５ ２６􀆰１６４ ７ ５６９􀆰８９７ ５２３􀆰１８８ ５２􀆰７９４

８ ５６９􀆰１２１ ５２６􀆰４０６ ２６􀆰２４４ ８ ５６８􀆰５８２ ５２４􀆰８２２ ５２􀆰８２２

７ １ ５６５􀆰６７１ ５２６􀆰６５２ ２９􀆰８６９ 塔尖 １ ５６７􀆰２５５ ５２２􀆰２３８ ５５􀆰１２８

２ ５６３􀆰１３２ ５２４􀆰５８５ ２９􀆰９１１ ２ ５６７􀆰２３５ ５２２􀆰２４２ ５５􀆰１０８

３ ５６２􀆰８８３ ５２１􀆰３５６ ２９􀆰９１ ３ ５６７􀆰２４７ ５２２􀆰２５１ ５５􀆰１２８

４ ５６４􀆰９４９ ５１８􀆰８４６ ２９􀆰８６６ ４ ５６７􀆰２５２ ５２２􀆰２４４ ５５􀆰１２９

５ ５６８􀆰１７２ ５１８􀆰３４６ ２９􀆰７９１

６ ５７０􀆰６７９ ５２０􀆰４４１ ２９􀆰７３７

７ ５７１􀆰０９４ ５２３􀆰６７２ ２９􀆰７６５

８ ５６８􀆰９９４ ５２６􀆰１６７ ２９􀆰８４６
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１　问题分析

先确定各层中心点的坐标．设各层中心位置为O(x０,y０,z０),则中心点到各检测点Mi(xi,yi,zi)的

距离doi 应尽可能均衡;对均衡度的衡量定义为最小距离dmin＝min(doi)与最大距离dmax＝max(doi)之比

应尽可能大[１－２],即max
dmin

dmax

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,以此作为确定中心坐标模型的目标函数,结合相关的条件构造确定中心坐

标的数学模型．通过编程可计算出各层的中心坐标．
古塔的中心线集中了古塔的重要信息,通过线性拟合中心线,中心线拟合直线的方向数(m,n,p)与

向量(０,０,１)的夹角就是古塔的倾斜度．通过对中心线做直线拟合,确定各层中心点处的曲率,以各层中

心点处曲率的平均值来衡量古塔的弯曲程度．

图１　中心点位置图

２　确定古塔各层中心位置的数学模型

２􀆰１　目标函数的确定

设各层中心位置为O(x０,y０,z０),则中心点到各检测点

Mi(xi,yi,zi)的距离doi应尽可能均衡,如图１所示．
对均衡度的衡量定义为最小距离dmin＝min(doi)与最大距

离dmax＝max(doi)之比应尽可能大,即

max
dmin

dmax

æ

è
ç

ö

ø
÷

此式即为确定中心坐标模型的目标函数．
２􀆰２　约束条件的确定

对于所给定的检测点Mi(xi,yi,zi)i＝１,２,􀆺,n,令:

a１＝min{xi},a２＝max{xi}

b１＝min{yi},b２＝max{yi}

c１＝min{zi},c２＝max{zi}

则中心点O(x０,y０,z０)的范围:

a１ ≤x０ ≤a２,b１ ≤y０ ≤b２,c１ ≤z０ ≤c２

中心点O(x０,y０,z０)到各检测点Mi(xi,yi,zi)的距离doi:

doi＝ (xi－x０)２＋(yi－y０)２＋(zi－z０)２ 　　　i＝１,２,􀆺,n

２􀆰３　模型的建立

由前面的分析可知,中心位置的确定归结为如下优化模型:

求O(x０,y０,z０)满足:

max(d)＝
dmin

dmax

s􀆰t􀆰

doi＝ (xi－x０)２＋(yi－y０)２＋(z－z０)２

a１ ≤x０ ≤a２

b１ ≤y０ ≤b２

c１ ≤z０ ≤c２

dmin＝min(doi)

dmax＝max(doi)

i＝１,２,􀆺,n

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ïï
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２􀆰４　模型的求解

采用搜索法找中心点,求解算法[３]如下:

１)初始化:x０＝０,y０＝０,z０＝０,d＝０
２)在空间区域:

Ω＝{(x,y,z)|a１ ≤x ≤a２,b１ ≤y ≤b２,c１ ≤z≤c２}

中找一点P(x,y,z)．
３)计算点P(x,y,z)到各检测点Mi(xi,yi,zi)的距离doi

doi＝ (xi－x)２＋(yi－y)２＋(zi－z)２ 　　　i＝１,２,􀆺,n
　　４)确定doi 的最小值与最大值,并计算二者之比

dmin＝min(doi)　　　dmax＝max(doi)

d０＝
dmin

dmax

　　５)判断

如果d０ ＞d,则记录:x０ ←x,y０ ←y,z０ ←z,然后转到６),否则直接转到６)．
６)改变自变量的值

x ←x＋Δx,y ←y＋Δy,z←z＋Δz
若 (x,y,z)∉Ω,则转(７),否则转(３)

７)输出中心点坐标:O(x０,y０,z０)

２􀆰５　求解结果

用 MATLAB编程求解,得各层的中心坐标如表２所示．
表２　古塔检测年各层中心坐标

层 x０/m y０/m z０/m 层 x０/m y０/m z０/m

第１层 ５６６􀆰６９ ５２２􀆰７０７ １􀆰７６９ 第８层 ５６７􀆰００８ ５２２􀆰４９ ３３􀆰２５１

第２层 ５６６􀆰７１３ ５２２􀆰６６３ ７􀆰３５１ 第９层 ５６７􀆰０３３ ５２２􀆰４８４ ３６􀆰７５５

第３层 ５６６􀆰７８１ ５２２􀆰６１６ １２􀆰７８６ 第１０层 ５６７􀆰０４３ ５２２􀆰４６８ ４０􀆰０３８

第４层 ５６６􀆰８４４ ５２２􀆰５８８ １７􀆰１０９ 第１１层 ５６７􀆰１０８ ５２２􀆰４４２ ４４􀆰３０９

第５层 ５６６􀆰８７３ ５２２􀆰５６９ ２１􀆰７５１ 第１２层 ５６７􀆰１７４ ５２２􀆰４１５ ４８􀆰７３

第６层 ５６６􀆰９ ５２２􀆰５４５ ２６􀆰１３６ 第１３层 ５６７􀆰２３１ ５２２􀆰３９３ ５２􀆰８５３

第７层 ５６６􀆰９３３ ５２２􀆰４９６ ２９􀆰７３７ 塔尖 ５６７􀆰２５５ ５２２􀆰２４８ ５５􀆰１２８

３　古塔倾斜分析

建筑物的倾斜指的是在外界因素影响之下,建筑物发生倾斜的现象．由于中心线集中了古塔的重要信

息,所以通过中心线来分析古塔的倾斜度．
３􀆰１　中心点的线性拟合直线

中心点线性拟合直线的求法[４]如下:

１)确定中心点Oi(x０i,yoi,z０i)在xoz面上的投影点O′
i(x０i,０,z０i)．

２)对在xoz面上的投影点O′
i(x０i,０,z０i)做线性拟合,得拟合直线:

x＝f(z)

此拟合直线在空间中表示一平面．
３)确定中心点Oi(x０i,yoi,z０i)在yoz面上的投影点O′

i(０,y０i,z０i)．

４)对在yoz面上的投影点O′
i(０,y０i,z０i)做线性拟合,得拟合直线:
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y＝g(z)

此拟合直线在空间中表示一平面．
５)中心点在空间中的线性拟合直线可表示为

L:
x＝f(z)

y＝g(z){
即两平面的交线．

６)中心点的线性拟合直线的方向数

在拟合直线L 上任取两点Ni(xi,yi,zi),Nj(xj,yj,zj),拟合直线L 的方向向量为:m＝(xj－
xi,yj－yi,zj－zi)

３􀆰２　中心点的线性拟合结果

根据表２中各层中心点的坐标,对中心线做线性拟合．
用 MATLAB语言编程可求得,图２是中心点在xoz面和yoz面上投影的拟合直线[５]．

图２　中心点在xoz面、yoz面上投影的拟合直线

古塔各层中心点的拟合直线如下

L:
x＝０􀆰０１０７z＋５６６􀆰６４２７

y＝－０􀆰００６８z＋５２２􀆰７１５４{
其方向数为:(０􀆰０１２２,－０􀆰００８９,１)

图３　古塔倾斜角度

３􀆰３　古塔的倾斜度

如图３所示,OA 是竖直方向,即古塔未发生倾斜时的中心线,OB
是古塔发生倾斜后的中心线的拟合直线,其二者的夹角为θ,把θ定义

为古塔的倾斜度．倾斜度的计算公式如下:

θ＝arccos OA→􀅰OB→

|OA→||OB→|
(１)

古塔竖直方向的向量可设为

OA→＝(０,０,１)

中心线拟合直线的方向数为
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OB→＝(m,n,p)＝(０􀆰０１２２,－０􀆰００８９,１)

由公式１得古塔倾斜度

θ＝arccos OA→􀅰OB→

|OA→||OB→|
＝arccos p

m２＋n２＋p２
＝

０􀆰０１１５１≈０􀆰６５９５°
即古塔在２０１１年的倾斜度约０􀆰６５９５°

综上所述,通过对古塔的检测数据,求出各层中心坐标,利用中心坐标拟合中心线,对古塔的倾斜做

科学定量的分析．若多检测几年的数据,可作出古塔的倾斜、弯曲等变形的走势,从而可预测古塔在未来一

段时间内的变化情况,以便采取相应的措施,及时对古塔进行维护和保养,实现对古塔文物的保护．
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Abstract:Basedonthedatadetected,centralcoordinatesofvariousfloorsofthetowerarecomputedvia
themodel．ThenacentallineisfittedandaquantitativeanalysisismadeoftheleaningandotherphenomeＧ
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