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摘要:利用 Ekeland变分原理、Clarke上导数和 Clarke次微分,在一般的 Banach空间中给出非凸广义方程的度量

次正则性成立的充分条件,所得结果改进了相关文献中的结果．
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本文讨论广义方程

b∈F(x) (１)
的度量次正则性,其中:F:X⇒Y 是闭集值映射;X,Y 是Banach空间;b∈Y．根据文献[１]知,若存在

k∈ (０,＋ ∞)使得对a∈F－１(b)附近的所有x 均有

dist(x,F－１(b))≤kdist(b,F(x))
成立,则称广义方程(１)在a∈F－１(b)是度量次正则的．这个性质可以用来估计a的邻域中的x 与广义方

程(１)解集之间的距离．给定集值映射M:Y⇒X 和(b,a)∈gphM,若存在L ∈ (０,＋∞)使得对(b,a)
附近所有的(y,x)∈gphM 均有

dist(x,M(b))≤L‖y－b‖
成立,则称M 在(b,a)是镇定的．根据文献[２],广义方程(１)在a∈F－１(b)是度量次正则的等价于M 在

(b,a)是镇定的．度量次正则性和镇定性已经被许多学者广泛研究[２－７]．最近,文献[３]借助变分分析的技

巧,在一般的Banach空间中给出非凸广义方程(１)的度量次正则性成立的充分和必要条件．文献[４]借助

Fréchet上导数,在Asplund空间中研究集值隐函数定理,给出了非凸广义方程(１)当b＝０时的度量次正则

性成立的充分条件．受上述研究的启发,我们进一步在Banach空间中研究非凸广义方程(１)的度量次正则

性成立的充分条件,以期改进文献[３－４]中的相关结果．
除非特别说明,本文涉及的空间均为Banach空间,其范数用 ‖􀅰‖ 表示．对给定的空间X,用X∗ 表

示配备了弱∗ 拓扑w∗ 的对偶空间,且‹􀅰,􀅰›表示典范偶对．用BX 和SX 分别表示Banach空间X 中的闭

单位球和闭单位球面．类似地,可以定义X∗ 中的闭单位球和闭单位球面．中心为x且半径为r的闭球记为

B(x,r)．
设A 是X 的闭子集,a∈A,记Tc(a;A)为A 在a的Clarke切锥,即v∈Tc(a;A)当且仅当对A

中任意收敛序列{an}和(０,＋∞)中任意收敛序列{tn},若an →a,tn →０,则存在X 中的序列{vn},使得

vn →v 且对任意n 有an ＋tnvn ∈A．记Nc(a;A)为A 在a 的Clarke正规锥,即

Nc(a;A)＝{x∗ ∈X∗ |‹x∗ ,h›≤０,∀h ∈Tc(a;A)}
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设F:X⇒Y 是拓扑空间X,Y 之间的集值映射,记

domF＝{x ∈X|F(x)≠Ø}　　　rgeF＝{y ∈Y|∃x 使得y ∈F(x)}
分别为F 的定义域和值域．集值映射F:X⇒Y 由它的图像

gphF＝{(x,y)∈X ×Y|y ∈F(x)}
唯一决定．若gphF 是X×Y 的闭子集,则称F 是闭的．任给(x,y)∈gphF,F 在(x,y)的Clarke上导

数Dc
∗F(x,y)定义为:

Dc
∗F(x,y)(y∗ )＝{x∗ ∈X∗ |(x∗ ,－y∗ )∈Nc((x,y);gphF)}　　　∀y∗ ∈Y∗

关于上导数的更多知识可参见文献[８－９]．
设φ:X →R是广义实值函数,记

domφ＝{x ∈X|φ(x)＜ ∞}　　　epiφ＝{(x,μ)∈X ×R|μ ≥φ(x)}
分别为φ 的定义域和上图．若对所有的x ∈X,均有φ(x)＞－∞ 且domφ ≠Ø,则称φ 是正常的．设

|φ(x)|＜ ∞,若liminf
x →x

φ(x)≥φ(x),则称φ在x 是下半连续的．设x ∈domφ,h∈X,令φ↑(x,h)表

示广义方向导数[１０],即

φ↑ (x,h)＝lim
ε↓０

lim
z φ

→x
sup
t↓０

inf
w∈h＋εBX

φ(z＋tw)－φ(z)
t

其中zφ
→x 表示z →x 且φ(z)→φ(x)．令Əcφ(x)表示φ 在x 的ClarkeＧRockafellar次微分,即

Əcφ(x)＝{x∗ ∈X∗ |‹x∗ ,h›≤φ↑ (x,h),∀h ∈X}
若φ 是凸的,则ClarkeＧRockafellar次微分退化为凸分析中的次微分,即

Əcφ(x)＝{x∗ ∈X∗ |‹x∗ ,y－x›≤φ(y)－φ(x),∀y ∈X}　　　∀x ∈domφ
众所周知,

Əcφ(x)＝{x∗ ∈X∗ |(x∗ ,－１)∈Nc((x,φ(x));epiφ)}　　　∀x ∈domφ
任给X 的子集A,令δA 表示A 的示性函数,即

δA(x)＝
０ 当x ∈A
∞ 当x ∉A{

显然ƏcδA(a)＝Nc(a;A)．令J 表示Banach空间Y 的正规对偶映射,即

J(y)＝{y∗ ∈SY∗ |‹y∗ ,y›＝‖y‖}　　　∀y ∈Y\{０}
则

J(y)＝Əc‖􀅰‖(y)　　　∀y ∈Y\{０}

　　 引理１[８]　 设(X,d)是完备度量空间,φ:X →R是正常下有界的下半连续函数．令ε＞０,x０ ∈

X 满足φ(x０)≤inf
X
φ＋ε．则对任意λ ＞０,存在x ∈X,满足

(a)φ(x)≤φ(x０),

(b)d(x,x０)≤λ,

(c)φ(x)＋
ε
λd(x,x)＞φ(x),∀x ≠x．

引理２[１０]　 设X 是Banach空间,φ１,φ２:X →R是正常下半连续函数,x ∈domφ１ ∩domφ２ 是

φ１＋φ２ 的局部极小值点,φ１ 或φ２ 在x 是局部Lipschitz的,则

０∈Əcφ１(x)＋Əcφ２(x)

　　 定理１　 设X,Y 是Banach空间,F:X⇒Y 是闭集值映射,x ∈X,b∈F(x)．若存在常数r＞０使

得对任意的δ ＞０,

kr ＝lim
δ↓０

inf{‖x∗ ‖|x∗ ∈D∗
cF(x,y)(y∗ ),x ∈B(x,r)\F－１(b),

y ∈ ∏δ
(b;F(x))∩B(b,r),y∗ ∈Jδ(y－b)}＞０

其中:

２ 西南大学学报(自然科学版)　　　　　http://xbbjb􀆰swu􀆰cn　　　　　第３７卷



∏δ
(b;F(x))＝{y ∈F(x)|‖y－b‖ ≤dist(b,F(x))＋δ},

Jδ(y－b)＝{y∗ ∈SY∗ |dist(y∗ ,J(y－b))≤δ}

则对任意的s∈ ０,minr
２

,r
kr

{ }æ

è
ç

ö

ø
÷ ,有

dist(x,F－１(b))≤
１
kr

dist(b,F(x))　　　∀x ∈B(x,s) (２)

　　 证 　 假设存在s∈ ０,minr
２

,r
kr

{ }æ

è
ç

ö

ø
÷ 使得(２)式不成立,即存在x０ ∈B(x,s)使得

dist(x０,F－１(b))＞
１
kr

dist(b,F(x０))

定义ε＝dist(b,F(x０))和λ＝εk－１,其中k∈ (０,kr)且满足

dist(x０,F－１(b))＞
１
kdist(b,F(x０))＝λ (３)

注意到

dist(x０,F－１(b))≤ ‖x０－x‖ ≤s (４)
由(３)和(４)式得０＜ε＜ks＜krs＜r．任取α ∈ (０,r－ks),则存在y０ ∈F(x０)满足

‖y０－b‖ ＜dist(b,F(x０))＋α＝ε＋α＜ks＋α＜r (５)

定义函数φ:X ×Y →R如下:

φ(x,y)＝‖y－b‖＋δgphF(x,y)　　　∀(x,y)∈X ×Y
则φ 在X ×Y 上是下半连续的．由(５)式得

φ(x０,y０)＝‖y０－b‖ ＜ε＋α＋ inf
(x,y)∈X×Y

φ(x,y)

在乘积空间X×Y 中使用范数 ‖(x,y)‖η ＝‖x‖＋η‖y‖,其中η＞０是常数．由引理１中的Ekeland

变分原理,存在(x
∧,y

∧)∈X ×Y 满足

φ(x
∧,y

∧)≤φ(x０,y０)　　　‖(x
∧,y

∧)－(x０,y０)‖η ≤λ
和

φ(x
∧,y

∧)≤φ(x,y)＋
ε＋α
λ ‖(x

∧,y
∧)－(x,y)‖η　　　∀(x,y)∈X ×Y

从而(x
∧,y

∧)∈gphF,

‖y
∧
－b‖ ≤ ‖y０－b‖ ＜r,‖x

∧
－x０‖＋η‖y

∧
－y０‖ ≤λ (６)

且

‖y
∧
－b‖ ≤ ‖y－b‖＋

ε＋α
λ

(‖x－x
∧

‖＋η‖y－y
∧

‖)＋δgphF(x,y)　　　∀(x,y)∈X ×Y

(７)
由(３)和(６)式得

‖x
∧
－x０‖ ≤λ＜dist(x０,F－１(b))

这意味着x
∧

∉F－１(b)和y
∧

≠b．由(４)式得

‖x
∧
－x‖ ≤ ‖x

∧
－x０‖＋‖x０－x‖ ＜dist(x０,F－１(b))＋s≤２s＜r

定义ψ:X ×Y →R如下:

ψ(x,y)＝‖y－b‖＋
ε＋α
λ

(‖x－x
∧

‖＋η‖y－y
∧

‖)　　　∀(x,y)∈X ×Y

由(７)式可知,(x
∧,y

∧)是函数ψ＋δgphF 在X ×Y 上的极小值点．注意到y
∧

≠b,由引理２得

(０,０)∈Əcψ(x
∧,y

∧)＋ƏcδgphF(x
∧,y

∧)＝{０}×J(y
∧
－b)＋

ε＋α
λ

(BX∗ ×ηBY∗ )＋Nc((x
∧,y

∧);gphF)
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故存在y∗
１ ∈J(y

∧
－b)和(x∗

２ ,y∗
２ )∈BX∗ ×BY∗ 使得

ε＋α
λ x∗

２ ,－y∗
１ －

(ε＋α)η
λ y∗

２
æ

è
ç

ö

ø
÷ ∈Nc((x

∧,y
∧);gphF)

令

x􀬈∗ ＝

ε＋α
λ x∗

２

‖y∗
１ ＋

(ε＋α)η
λ y∗

２ ‖

y􀬈∗ ＝
y∗

１ ＋
(ε＋α)η

λ y∗
２

‖y∗
１ ＋

(ε＋α)η
λ y∗

２ ‖

则(x􀬈∗ ,－y􀬈∗ )∈Nc((x
∧,y

∧);gphF),故x􀬈∗ ∈Dc
∗F(x

∧,y
∧)(y􀬈∗ )．任取y ∈F(x

∧),由(７)式得

‖y
∧
－b‖ ≤ ‖y－b‖＋

(ε＋α)η
λ ‖y－y

∧
‖ ≤ １＋

(ε＋α)η
λ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ‖y－b‖＋

(ε＋α)η
λ ‖y

∧
－b‖

从而

‖y
∧
－b‖ ≤ １＋

(ε＋α)η
λ

æ

è
ç

ö

ø
÷dist(b,F(x

∧))＋
(ε＋α)η

λ ‖y
∧
－b‖

故

‖y
∧
－b‖ ≤dist(b,F(x

∧))＋
２(ε＋α)η

λ－(ε＋α)η
dist(b,F(x

∧)) (８)

进一步,我们有

‖x􀬈∗ ‖＝
‖ε＋α

λ x∗
２ ‖

‖y∗
１ ＋

(ε＋α)η
λ y∗

２ ‖
≤

(ε＋α)k
ε １－

(ε＋α)kη
ε

é

ë
êê

ù

û
úú

－１

(９)

和

‖y􀬈∗ －y∗
１ ‖＝‖

y∗
１ ＋

(ε＋α)η
λ y∗

２

‖y∗
１ ＋

(ε＋α)η
λ y∗

２ ‖
－y∗

１ ‖＝

‖(１－‖y∗
１ ＋

(ε＋α)η
λ y∗

２ ‖)y∗
１ ＋

(ε＋α)η
λ y∗

２ ‖

‖y∗
１ ＋

(ε＋α)η
λ y∗

２ ‖
≤

|１－‖y∗
１ ＋

(ε＋α)η
λ y∗

２ ‖|＋
(ε＋α)η

λ

１－
(ε＋α)η

λ

≤

２(ε＋α)η
λ

１－
(ε＋α)η

λ

＝
２(ε＋α)η

λ－(ε＋α)η
(１０)

由上述(８),(９)和(１０)式可得,对任意的δ ＞０,只要α,η 选得足够小,就有

y
∧

∈ ∏δ
(b;F(x

∧))　　　‖x􀬈∗ ‖ ＜k＋δ　　　y􀬈∗ ∈Jδ(y
∧
－b)

成立．在上式中取δ↓０,则 ‖x􀬈∗ ‖ ≤k＜kr,与kr 的定义矛盾．证毕．
注 　 文献[４]定理３􀆰１与定理１类似．然而,文献[４]定理３􀆰１是建立在 Asplund空间中,使用的是
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Fréchet上导数,且考虑的是b＝０的特殊情况．而定理１是建立在一般的Banach空间中,且使用的是Clarke
上导数．进一步,文献[３]定理３􀆰２与定理１类似,均是建立在一般的Banach空间中,且使用的是Clarke上

导数．然而,由于 r
２＋kr

＜ minr
２

,r
kr

{ } ,所以文献[３]定理３􀆰２中x 的取值范围严格小于定理１中x 的取

值范围,故文献[３]定理３􀆰２为定理１特例．
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